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Tarea 3
1. Dar un ejemplo de una función integrable h : [0, 1]→ R con h(x) > 0 para toda x, pero

tal que 1/h no sea integrable en [0, 1].

2. Demostrar que si f : [a, b]→ R es continua y f(x) > 0 para todo x ∈ [a, b], entonces 1/f
es integrable en [a, b].

3. Sea f : [0, 1]→ R la función de Dirichlet definida como

f(x) :=

{
0 si x ∈ Q
1 si x ∈ R−Q.

Demuestra que f no es integrable.

4. Dar un ejemplo de una función f : [0, 1]→ R que no sea integrable en [0, 1] pero tal que
|f | sea integrable en [0, 1].
Sugerencia: Modifica la función del ejercicio anterior.

5. Sea f : [a, b]→ R una función integrable. Utiliza la desigualdad

|f(x)| − |f(y)| ≤ |f(x)− f(y)|
para demostrar que la función |f | también es integrable en [a, b].

6. Si f y g son dos funciones integrables en [a, b], demuestra que la función

h(x) := máx{f(x), g(x)}
es integrable en [a, b].

7. Sea f : [a, b] → R una función integrable y sea k > 0. Demuestra que, entonces, kf es
una función integrable y que

∫ b

a
kf(x) dx = k

∫ b

a
f(x) dx.

8. Demuestra que si f : [a, b] es integrable en [a, b] y si 0 ≤ m ≤ f(x) ≤ M para toda
x ∈ [a, b], entonces

m ≤
(

1

b− a

∫ b

a

f 2(x) dx

) 1
2

≤M.

9. Sea f : [a, b]→ R una función continua y tal que f(x) ≥ 0 para toda x ∈ [a, b]. Demuestra
que existe c ∈ (a, b) tal que

f(c) =

(
1

b− a

∫ b

a

f 2(x) dx

) 1
2

.

10. Considera la función de Thomae, definida en el intervalo [0, 1] como

f(x) :=

{
1
q
si x ∈ Q, x = p

q
fracción irreducible

0 si x ∈ R−Q.

Demuestra que f es integrable en [0, 1] y que
∫ 1

0
f(x) dx = 0.


