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Tarea 4

1. Si Fy y F, son antiderivadas de una funcion f: [a,b] — R, demostrar que F; — F; es una
funcién constante.

2. Sea G(z) := a?sin(%) para 0 < z < 1, y G(0) := 0. Demostrar que la derivada
g(x) := G'(z) existe para toda = € [0, 1], pero que g no esta acotada y, en consecuencia,
no es integrable. (Por tanto, g tiene una antiderivada en [0, 1], pero no es integrable en

. . . ) 1
este intervalo.) Sin embargo, demostrar que existe lim,_,o+ fa g(x)dx.

3. Sea K(x) := a®sin(Z) para 0 < < 1y K(0) := 0. Demostrar que k(z) := K'(z) es
integrable en [0, 1] atn cuando es discontinua en x = 0. Calcular fol k(x)dx.

4.  Sea f una funcion continua en [a,b] y sea H: [a,b] — R definida como

H(z) = / f(v) dy.

Encuentra H'(x) para x € [a, ).
5. Sea f: [a,b] — R continua en [a,b] y sea v: [c,d] — R derivable en [c, d] tal que v]c,d] C
la, b]. Demuestra que si G: [c,d] — R estéa definida por

v(x)
Ga)i= [ 1w,

entonces G'(x) = (f ov)(x)v'(x) para toda x € ¢, d].
6.  Encontrar F' para las siguientes funciones F' definidas en el intervalo [0, 1].
z) == [ sin(t?) di;
= [T - )t dt;
= f;; V1+e2 dt;
T) = fcos(x) cos(t) dt.

7.  Supongamos que f: [a,b] — R es una funcion continua y tal que, para toda = € [a, b],

/ ) dy = / ") dy.

Demostrar que f(z) = 0 para toda z € [a, b].

8. Sea f:[—a,a] — R una funcién integrable, con a > 0. Demuestra lo siguiente:



10.

11.

12.

13.

14.

15.

(a) Si f es par, entonces [* f(z)dz =2 [ f(x)dx.
(b) Si f es impar, entonces [ f(z)dz = 0.

/ %dt>0
o t+1

Calcula las siguientes integrales, justificando cada paso.

(i) fol tv1+t2de;

t;

Demostrar que

para todo x > 0.

(ii) fo Wd

(iii) f1 t\/ﬁdt

(iv) ff Vil dt;

t

Hallar las areas de las regiones limitadas por las siguientes curvas:
(i) la grafica de f(z) = 2? y la gréfica de g(x) = %2 + 2;
(i) la grafica de f(x)
(iii) la grafica de f(x) = 22, la grafica de g(x) = 2% — 2z + 4, y el eje vertical;
)
)

2? y la grafica de g(x) = —2?, con z € [—1,1];

(iv) las graficas de f(x) = 2%, g(z) =1 — 2%y h(z) =
1
la gréfica de f(x) = x2, el eje horizontal, y la recta vertical que pasa por (2,0).

(v

Demostrar que

/abf(:v) dx = b+cf(:v—c) dx

a+c

., Cudl es la interpretacion geométrica de este enunciado?

be(x) dr =c bf(cx) dx
IR

Dando por hecho que el area del circulo unitario, descrito por la ecuaciéon 22 +y? = 1, es
igual a m, utlhzar el eJercicio anterior para demostrar que el drea de una elipse descrita
por la ecuacion Z Sty 7z = 1esabr.

Demostrar que

Sea f: [a,b] — R integrable en [a,b] y sea ¢ € (a,b). Considérese la funcion

/ f(t)dt, con z € [a,b)].

Proporcionar una demostraciéon o un contraejemplo para cada una de las siguientes
afirmaciones:
(a) Si f es derivable en ¢, entonces F' es derivable en c;

(b) Si f es derivable en ¢, entonces F” es continua en ¢ y F” existe en un intervalo que
contiene a c;



16.

17.

18.

19.

20.

(c) Si f’ es continua en ¢ y existe en un intervalo que contiene a ¢, entonces F’ es
continua en c¢ y existe en un intervalo que contiene a c.

Demostrar que los valores de las expresiones siguientes no dependen de x:

fo 1+t2 dt + fl/x 1J:t2 dt;
m)fm@ L dt.

—cos(z) V1—t2

1

Hallar, sin hacer muchos célculos, una funcion F' tal que F"'(x) = T

Se dice que una funciéon f es periddica con periodo a, si f(x) = f(z + a) para todo
r e R

(a) Si f es una funcion periddica con periodo a e integrable en [0, a], demostrar que,

para todo b € R,
a a+b
/ f(x)dx:/ f(z)dx
0 b

(b) Hallar una funcion f tal que f no sea periodica, pero que f’ si lo sea.
Sugerencia: Elegir una g peridédica para la cual pueda asegurarse que fow g no sea
periodica.

(¢) Supodngase que f’ es periddica con periodo a. Demostrar que f es periodica si y sélo

si f(a) =0.

Resuelve las siguientes preguntas del Capitulo 18 del libro Calculus, de Spivak
(Segunda edicién en espanol): 1 — 9, 12, 14 — 16, 18 — 21, 25, 49, 50, 51.

Para cada una de las integrales siguientes, establecer si es impropia y por qué. Asi mismo,
determinar si es convergente o divergente y, en caso de que sea convergente, determinar
su valor:

(i fo log(z) dx;
11 fl xlog de
dx

(iii

;

=)

xlog( ) dz;

e *dr;
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