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Tarea 1
1. Sea X = (X, d) un espacio métrico. Prueba que, para cualesquiera w, x, y, z ∈ X, se

cumple que
|d(w, x)− d(y, z)| ≤ d(w, y) + d(x, z).

2. Sea (X, d) un espacio métrico. Determina cuáles de las siguientes funciones definidas en
X ×X son métricas para X.

a) d(1)(x, y) := d(x,y)
1+d(x,y)

;

b) d(2)(x, y) := mı́n{1, d(x, y)};
c) d(3)(x, y) := d(x, y)2.

Demuestra todas tus respuestas y, en caso de afirmar que alguna función sí es una
métrica, asegúrate también de verificar que está bien definida.

3. Prueba que ‖x‖∞ := máx {|x1| , ..., |xn|} donde x = (x1, ..., xn) ∈ Rn, es una norma en
Rn.

4. ¿Es la función µ : Rn → R, dada por µ(x) := mı́n {|x1| , ..., |xn|} , una norma en Rn?
Justifica tu afirmación.

5. Sea (V, ‖·‖) un espacio vectorial normado. Prueba que la función d(v, w) := ‖v − w‖ es
una métrica en V.

6. Describe los conjuntos B̂p(0, 1) := {x ∈ R2 : ‖x‖p ≤ 1} para p = 1, 2,∞. Haz un dibujo
de cada uno de ellos.

7. Describe los conjuntos

B̂disc(0, 1) : = {x ∈ R2 : ddisc(x, 0) ≤ 1},
Bdisc(0, 1) : = {x ∈ R2 : ddisc(x, 0) < 1},

donde ddisc es la métrica discreta en R2.

8. Sea V un espacio vectorial distinto de {0}. Prueba que no existe ninguna norma en V
que induzca la métrica discreta, es decir, no existe ninguna norma en V tal que

‖v − w‖ =

{
0 si v = w,
1 si v 6= w.

9. Prueba que, para toda x ∈ Rn,

(a) ‖x‖r ≤ ‖x‖s si 1 ≤ s ≤ r ≤ ∞,
(b) ‖x‖s ≤ n

r−s
sr ‖x‖r si 1 ≤ s ≤ r <∞,

(c) ‖x‖s ≤ n
1
s ‖x‖∞ si 1 ≤ s <∞.

(Sugerencia: Para probar la segunda desigualdad aplica la desigualdad de Hölder a los
vectores (1, ..., 1) y (|x1|s , ..., |xn|s) con p = r

r−s y q = r
s
).



10. (a) Prueba que, si 1 ≤ s < r ≤ ∞, entonces

`s ⊂ `r, `s 6= `r y ‖x‖r ≤ ‖x‖s ∀x ∈ `s.

(b) Prueba además que, si x ∈ `p para alguna 1 ≤ p <∞, entonces

‖x‖∞ = ĺım
r→∞
‖x‖r .

Sugerencia: Considera x ∈ `p fija. Sin perder generalidad, supongamos que x 6= 0.
Después de argumentar porqué existe ĺımr→∞ ‖x‖r, observa que, como |xk|

‖x‖∞ ≤ 1, entonces
para toda r ≥ p,

‖x‖r = ‖x‖∞

(
∞∑
k=1

|xk|r

‖x‖r∞

)1/r

≤ ‖x‖∞

(
∞∑
k=1

|xk|p

‖x‖p∞

)1/r

.

Observa que el extremo izquierdo de estas desigualdades sólo tiene a la variable r en el
exponente 1/r. De aquí es posible concluir el resultado.

11. Muestra que la desigualdad de Minkowski en Rn no se cumple si p = 1
2
.

12. Prueba que todo par de funciones continuas f, g : [a, b] → R satisfacen las siguientes
desigualdades: ∫ b

a

|f(x) + g(x)| dx ≤
∫ b

a

|f(x)| dx+

∫ b

a

|g(x)| dx,

máx
x∈[a,b]

|f(x) + g(x)| ≤ máx
x∈[a,b]

|f(x)|+ máx
x∈[a,b]

|g(x)| .

13. Prueba que las desigualdades de Hölder para sumas, para series y para integrales siguen
siendo válidas si p = 1 y q =∞, es decir,
(a) Si (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) ∈ Rn entonces

n∑
k=1

|xkyk| ≤

(
n∑
k=1

|xk|

)(
máx
1≤k≤n

|yk|
)
.

(b) Si (xk) ∈ `1, (yk) ∈ `∞ entonces (xkyk) ∈ `1 y
∞∑
k=1

|xkyk| ≤

(
∞∑
k=1

|xk|

)(
sup
k∈N
|yk|
)
.

(c) Si f, g : [a, b]→ R son funciones continuas, entonces∫ b

a

|f(x)g(x)| dx ≤
(∫ b

a

|f(x)| dx
)(

máx
a≤x≤b

|g(x)|
)
.

14. Da un ejemplo de una sucesión de funciones continuas fk : [0, 1]→ R tales que ‖fk‖1 = 1
para toda k ∈ N, y ‖fk‖∞ → ∞. Concluye que no existe ninguna constante c ∈ R tal
que

‖f‖∞ ≤ c ‖f‖1 ∀f ∈ C0[0, 1].

¿Es posible construir una sucesión de funciones continuas gk : [0, 1] → R tales que
‖gk‖∞ = 1 para toda k ∈ N, y ‖gk‖1 →∞? Justifica tu respuesta.



15. Sea Cr[a, b] el conjunto de las funciones f : [a, b] → R que son r-veces continuamente
diferenciables en [a, b], es decir, tales que todas sus derivadas f ′, f ′′, ..., f (r) hasta la de
orden r existen en (a, b) y son continuas en [a, b]. Para cada p ∈ [1,∞] definimos

‖f‖r,p := ‖f‖p + ‖f ′‖p + · · ·+
∥∥f (r)

∥∥
p
.

Prueba que Cr
p [a, b] = (Cr[a, b], ‖·‖r,p) es un espacio vectorial normado.

16. Sean S un conjunto y V = (V, ‖·‖) un espacio vectorial normado. Prueba que B(S, V )
es un espacio vectorial con las operaciones dadas por

(f + g)(z) := f(z) + g(z), (λf)(z) := λf(z),

f, g ∈ B(S, V ), λ ∈ R, y que
‖f‖∞ := sup

z∈S
‖f(z)‖

es una norma en B(S, V ).

17. Sean X = (X, dX) y Y = (Y, dY ) espacios métricos. Consideremos el producto cartesiano

X × Y := {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Dados (x1, y1), (x2, y2) ∈ X × Y, definimos

dp((x1, y1), (x2, y2)) : = (dX(x1, x2)
p + dY (y1, y2)

p)1/p si p ∈ [1,∞),

d∞((x1, y1), (x2, y2)) : = máx {dX(x1, x2), dY (y1, y2)} .

(a) Prueba dp es una métrica en X × Y para todo p ∈ [1,∞].
(b) Prueba que, para cualquiera de estas métricas y para cualquier y0 ∈ Y , la inclusión

ι : X → X × Y, ι(x) := (x, y0)

es una isometría.
(c) ¿Es la proyección

π : X × Y → X, π(x, y) := x

una isometría?

18. Prueba que, si φ : X → Y es una isometría y es biyectiva, entonces su inversa φ−1 : Y →
X es una isometría.

19. ¿Cuáles de las siguientes funciones son isometrías y cuáles no? Justifica tu afirmación.
(a) La identidad id : R2

p → R2
r, id(x) = x, con p 6= r.

(b) La identidad id : C0
p [0, 1]→ C0

r [0, 1], id(f) = f, con p 6= r.
(c) La inclusión ι : C1

2 [0, 1] ↪→ C0
2 [0, 1], ι(f) = f.

(d) La inclusión ι : C0
∞[0, 1] ↪→ B([0, 1],R), ι(f) = f.

(e) La función φ : B(N,R)→ `∞, φ(f) = (f(k)).

20. SeaX ⊂ Rn y sean x, y ∈ X. Denotemos por T 1
x,y(X) al conjunto de todas las trayectorias

α : [0, 1]→ Rn continuamente diferenciables por tramos tales que

α(0) = x, α(1) = y, α(t) ∈ X ∀t ∈ [0, 1].



Recordemos que α es continuamente diferenciable por tramos si existe una partición
finita 0 = x0 < x1 < · · · < xm = 1 del intervalo [0, 1] tal que α es continuamente
diferenciable en cada subintervalo [xi−1, xi], i = 1, ...,m. La longitud de α está dada por

L(α) :=

∫ 1

0

‖α′(t)‖ dt.

Definimos
d(x, y) := ı́nf

α∈T 1
x,y(X)

L(α).

Prueba que, si T 1
x,y(X) 6= ∅ para todos x, y ∈ X, entonces d es una métrica en X.

¿En cuáles de los siguientes ejemplos coincide esta métrica con la inducida por la métrica
usual de Rn? Justifica tu afirmación.
(a) X = Rn,
(b) X = Sn−1 := {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1},
(c) X = Bn := {x ∈ Rn : ‖x‖ ≤ 1},
(d) X = {x ∈ Bn : x /∈ D}, donde D := {(x1, ..., xn−1, 0) ∈ Rn : x21 + · · ·+ x2n−1 ≤ 1

2
}.


