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1.

Tarea 1

Sea X = (X,d) un espacio métrico. Prueba que, para cualesquiera w,z,y,z € X, se
cumple que

|d(w, z) = d(y, 2)| < d(w,y) +d(z, 2).

Sea (X, d) un espacio métrico. Determina cudles de las siguientes funciones definidas en
X x X son métricas para X.

d(z, X
a) d(l)(I,y) = Hsi—(;l,)y)’

b)  d?(x,y) :=mim{l,d(z,y)};
¢) dO(x,y) = d(x,y)%

Demuestra todas tus respuestas y, en caso de afirmar que alguna funcién si es una
métrica, asegirate también de verificar que esta bien definida.

Prueba que ||z|| = max{|z1]|,...,|z,|} donde z = (x1,...,2,) € R", es una norma en
R"™.
.Es la funcion g : R® — R, dada por u(x) := min{|z4|,...,|x,|}, una norma en R"?

Justifica tu afirmacion.

Sea (V,||-]|) un espacio vectorial normado. Prueba que la funcion d(v, w) := ||jv — w|| es
una métrica en V.

Describe los conjuntos EP(O, 1) :={z € R*: ||z, < 1} para p = 1,2, 00. Haz un dibujo
de cada uno de ellos.

Describe los conjuntos
Edisc(o’ 1) = {ZC < Rz : ddisc('I? 0) < 1}7
Bdisc((); 1) L= {LE € ]RQ : ddisc<x7 0) < 1},
donde dgy;.. es la métrica discreta en R?.

Sea V un espacio vectorial distinto de {0}. Prueba que no existe ninguna norma en V'
que induzca la métrica discreta, es decir, no existe ninguna norma en V tal que

v — w|| = 0 siv=uw,
11 siv#w.

Prueba que, para toda z € R",
() ], < llz],
) al, < n'=
(e) [lzll, <ns

si 1<s<r <o,
zl], si 1<s<r<oo,

zll, st 1<s<o0.

(Sugerencia: Para probar la sequnda desigualdad aplica la desigualdad de Hélder a los
vectores (1,...,1) y (|z1]”, ..., [2a]") con p= Sy q=1).
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(a) Prueba que, si 1 < s < r < oo, entonces
by Cly, Ui#0 y |z, <|z|l, Vel
(b) Prueba ademas que, si = € ¢, para alguna 1 < p < oo, entonces
], = 1 [,

Sugerencia: Considera x € ¢, fija. Sin perder generalidad, supongamos que = # 0.

Después de argumentar porqué existe lim, ., ||z||, observa que, como ”Lf‘fo'o < 1, entonces
para toda r > p,
1/r 1/r
_ ol < [l
lelle =Moo | > | < llelloe | 20020 |
k=1 e k=1 >

Observa que el extremo izquierdo de estas desigualdades so6lo tiene a la variable r en el
exponente 1/r. De aqui es posible concluir el resultado.

Muestra que la desigualdad de Minkowski en R™ no se cumple si p = %

Prueba que todo par de funciones continuas f, g : [a,b] — R satisfacen las siguientes
desigualdades:

b b b
/ @) + @) d < / (@) dr + / l9(2)| dz,

méx [f(z) +g(z)] < méx [f(z)| + mix |g(z)].
z€la,b] z€a,b] z€la,b]

Prueba que las desigualdades de Holder para sumas, para series y para integrales siguen
siendo validas si p =1y ¢ = 00, es decir,
(a) Si (21, .., Zn), (Y1, .-, Yn) € R™ entonces

< 3 .
DETE (Z |a:k|> (i )

(b) Si (xx) € b1, (yx) € o entonces (zxyx) € {1y

S o] < (zw) (sup)
k=1 k=1 keN

(c) Si f,g: [a,b] — R son funciones continuas, entonces

[ st as < (71500 ae) (s o)

Da un ejemplo de una sucesion de funciones continuas fj : [0, 1] — R tales que || fi||, =1
para toda k € N, y || fx|| ., = o0o. Concluye que no existe ninguna constante ¢ € R tal
que

Ifll <cllfll,  ¥fec®o,1].

. Es posible construir una sucesién de funciones continuas g : [0,1] — R tales que
llgr|l, = 1 para toda k € N, y [|gx||; = 0o? Justifica tu respuesta.
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Sea C"[a,b] el conjunto de las funciones f : [a,b] — R que son r-veces continuamente
diferenciables en [a,b], es decir, tales que todas sus derivadas f’, f”, ..., f") hasta la de
orden r existen en (a,b) y son continuas en [a, b]. Para cada p € [1, o] definimos

1F 1Ly = NN, + 1N, + -+ £

Prueba que Cyla,b] = (C"[a,b],[]-]],,) es un espacio vectorial normado.

Sean S un conjunto y V' = (V,||]|) un espacio vectorial normado. Prueba que B(S,V)
es un espacio vectorial con las operaciones dadas por

(f+9)(2) = f(2) +9(2),  (AN)(z) = Af(2),

f,g€B(S,V), e R, yque
1 fllo == Sup £ (2)]]

es una norma en B(S,V).

Sean X = (X,dx)y Y = (Y,dy) espacios métricos. Consideremos el producto cartesiano
XxY ={(r,y):xeX, yeY}

Dados (z1,y1), (2, y2) € X X Y, definimos

dy((x1,31), (22, 92)) = (dx (w1, 22)" + dy (y1,52)")""  sip € [1,00),
doo((T1, Y1), (¥2,92)) © = max{dx(z1,22),dy (y1,92)} -

P d )
q Y p C q C p q Y

L X = X XY, ux) = (z,)

es una isometria.
(c) (Es la proyeccion
T X XY =X, 7w(x,y) =

una isometria?

Prueba que, si ¢ : X — Y es una isometria y es biyectiva, entonces su inversa ¢! : Y —
X es una isometria.

., Cuadles de las siguientes funciones son isometrias y cuales no? Justifica tu afirmacion.
) La identidad id : RZ — R2, id(z) =z, conp #r.

b) La identidad id : C[0,1] — CP[0,1], id(f) = f, conp#r.

¢) La inclusion ¢ : C3[0,1] — C9[0,1], «(f) = f.

d) La inclusion ¢ : C2[0,1] < B([0,1],R), «(f) =

e) La funcion ¢ : B(N,R) — (o, o(f) = (f(k)).

(a
(
(
( f.
(

Sea X C R" ysean x,y € X. Denotemos por 7;1 (X) al conjunto de todas las trayectorias
a :[0,1] — R"™ continuamente diferenciables por tramos tales que

a(0)==z, «al)=y, «at)eX Vtel0,1].



Recordemos que a es continuamente diferenciable por tramos si existe una particion
finita 0 = 29 < #; < -+ - < x, = 1 del intervalo [0, 1] tal que « es continuamente
diferenciable en cada subintervalo [x; 1, z;], i = 1,...,m. La longitud de « esta dada por

L(a) ::/0 &/ (t)]] dt.

Definimos

d(z,y) := inf L(a).

(@y) = _ by (@)

Prueba que, si 7;1y(X) # () para todos z,y € X, entonces d es una métrica en X.
. En cuales de los siguientes ejemplos coincide esta métrica con la inducida por la métrica
usual de R™? Justifica tu afirmacion.
(a) X =R™,
(b) X =S""!1:={z e R": |jz| = 1},
(c) X =B":={zeR": |z| <1},
(d) X ={z €B":x ¢ D}, donde D := {(z1,...,xy-1,0) e R* s i 4 - - - +22_; < 1}



