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1.

Tarea 2

Sea X C R" ysean z,y € X. Denotemos por 7;1y (X) al conjunto de todas las trayectorias
a :[0,1] — R™ continuamente diferenciables por tramos tales que

a(0)==z, «al)=y, «at)eX Vtel0,1].

Recordemos que « es continuamente diferenciable por tramos si existe una particion
finita 0 = 29 < 21 < -+ < x,,, = 1 del intervalo [0 1] tal que « es continuamente
diferenciable en cada subintervalo [x; 1, z;], i = 1,..., m. La longitud de « esta dada por

/ o (8)] dt.

d(z,y) = a6’71’111f( )/J(a).

Definimos

Prueba que, si 7;1y(X) # () para todos z,y € X, entonces d es una métrica en X.

JEn cudles de los siguientes ejemplos coincide esta métrica con la inducida por la métrica
usual de R™? Justifica tu afirmacion.

(a) X =R",

(b) X =S"1:={z e R": |jz| = 1},

(c) X =B":={x e R": ||z|| <1},

(d) X ={z €B":x ¢ D}, donde D := {(z1,...,xy-1,0) e R* s 2f 4 - - - +22_; < 1}
Sean V = (V,||-|l,,) y W = (W, ||-|l;/) espacios vectoriales normados, y sea L : V — W
una transformacion lineal. Prueba que las siguientes afirmaciones son equivalentes.

(i) L es continua.

(ii) L es continua en 0.

(ili) Existe ¢ > 0 tal que ||Lv||y, < c|lv]|;, paratodo v € V.
(iv) L es Lipschitz continua.

Sea X un espacio métrico. Prueba que, si f,g : X — R son continuas, entonces las
funciones

max{f,g} : X =R, (mix{f,g})(x) = max{f(z),g(z)},
min{f,g} : X =R, (min{f,g})(z) :=min{f(z),g(x)}).

son continuas.
. Es cierto que, si f,g : X — R son Lipschitz continuas, max{f,g} y min{f g} son
Lipschitz continuas?

Sea gy € C[a, b]. Prueba que, para toda p € [1,00], la funcién ¢ : C’g la,b] — R dada por

) :/abfgo

es Lipschitz continua. (Sugerencia: Usa la desigualdad de Hélder para integrales.)



Prueba que, para toda p € [1, o], la k-ésima proyeccion
Wklgp%R, 7Tk(l’>:$k,
con x = (z,) € {,, es Lipschitz continua.

Demuestra las siguientes afirmaciones.

(a) Toda isometria es Lipschitz continua.

(by Si¢ : X - Yy :Y — Z son Lipschitz continuas entonces la composicion
Yo¢: X — Z es Lipschitz continua.

(c) Si ¢ : X — Y es una equivalencia, entonces 1) : Y — Z es Lipschitz continua si y
solosio¢: X — Zloes.

., Cuales de las siguientes funciones son Lipschitz continuas y cuéles son equivalencias
Lipschitz?

(a) o : R = R, ¢(z) =22

(b) ¢:[0,00) = R, ¢(z) = v

(c)p:R— (=Z,Z), ¢(xr) = arctanz.

T2 2

Dada f € C'[0,1] definimos

AL =1,
A2 = [F O+ 11

1
= /X d ) ' )
fllls : = mé {’/ F()ds ||f||oo}
Al = AU+ 1702

(a) iEs |||f]||; una norma en C'[0,1]? Responde esta pregunta para cada i = 1, ...,4.
(b) Si [||f|||; es una norma, jes ||| f]||; equivalente a la norma

W PP | O o A O

Justifica por qué [|-||; ., es una norma.
(¢) Considera la funciéon D : C*[0,1] — C°[0, 1] que a cada funcién f € C'[0,1] le asocia
su derivada f’ € C?[0, 1]. Prueba que

D (CH0,1], [[]l1,00) = C[0,1]

es continua.
(d) Para aquellas ||| - |||; que si son normas investiga si

D : (CH0, 1L, [|] - [Il;) = C%[0,1]
es 0 no una funcién continua.

(a) Prueba que, para cualesquiera 1 < p < r < oo, la identidad id : C?[a,b] — CJa, b]
es Lipschitz continua.

(b) Prueba que id : C9a,b] — C%[a,b] y id : CPla,b] — C9a,b] no son funciones
continuas.
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(a) Prueba que la sucesién de trayectorias ay, : [0, 1] — R,
1
ag(z) = (z, %sen(kmc)),

converge a la trayectoria a(z) = (x,0) en B([0, 1], R?).

(b) Sea T ) (1.0)(R?) el conjunto de todas las trayectorias a : [0, 1] — R? continuamente
diferenciables por tramos tales que

O‘(O) = (Ov())? O‘(D = (170)7

con la métrica inducida por la de B([0, 1], R?). Prueba que la funcion longitud

1
L:Tho0n®) SR, L(a):= / o (@) de,

no es continua. (Sugerencia: Usa el inciso anterior.)

Sean X = (X,dx) y Y = (Y,dy) espacios métricos.

(a) Prueba que todas las métricas del Ejercicio 17 de la Tarea 1 en el producto cartesiano
X xY :={(z,y) : x € X, y € Y} son equivalentes. En adelante X x Y denotara al
producto cartesiano con cualquiera de estas métricas.

(b) Prueba que las proyecciones

Tx - XxY =X, ax(zy) =z,
Ty 2 XxY Y, my(zy) =y,

son Lipschitz continuas.

Sea (V, ||||) un espacio vectorial normado. Demuestra que las siguientes funciones son
continuas.

VxV = V., (v,w)—v+w,
RxV — V., (A\v)—= v,
V = R, ve—|p|.

Sean X = (X, d) un espacio métrico y zo € X. Prueba que la funcion
¢: X >R, o(x) = d(zg, ),
es Lipschitz continua. (Sugerencia: Usa el Ejercicio 2 de la Tarea 1.)
Sea X = (X, d) un espacio métrico, sea o € X y sea r > 0. Prueba que la esfera
Sx(xo, ) :={r € X : d(xg,z) =1}
es un subconjunto cerrado de X. (Sugerencia: Usa el Ejercicio ?77)

Sea p € [1,00]. Demuestra las siguientes afirmaciones.
(a) U es abierto en R" si y solo si U es abierto en R.
(b) C es cerrado en R™ si y sdlo si C' es cerrado en R}.
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Da un ejemplo de un espacio métrico X junto con un subespacio métrico Y C X y un
subconjunto A C Y, tales que A es abierto en Y con la métrica heredada pero A no es
abierto en X.

Sea X = [—1,1] con la métrica inducida por la de R.
(a) Describe las bolas abiertas Bx(1,¢) y Bx(—1,¢), € > 0.
(b) {Cual es el interior en X de los siguientes conjuntos?

1 1
(Ovl]v [Ovl]a (075)7 [0,5), [_171]'

Observa que el interior de estos conjuntos en X a veces no coincide con su interior en R.
(c) i Cudles de estos conjuntos son abiertos en X?
(d) ;Cuales de ellos son cerrados en X7

(a) (Es la bola abierta en C} [0, 1],

By (0,1):={g€C"[0,1] : /0 lg(x)| dz < 1},

un subconjunto abierto de C2, [0, 1]?
(b) (Es la bola cerrada en C} [0, 1],

~

B (0,1) = {geC°0,1] /0 ()| dz < 1},

un subconjunto cerrado de C2, [0, 1]?
(c) (Es la bola cerrada en C2. [0,1],

Bs (0,1) :== {g € C°[0,1] : méx |g(z)| < 1},

0<z<1

un subconjunto cerrado de CY [0, 1]?

(d) Da un ejemplo de un subconjunto cerrado de C? [0, 1] que no sea cerrado en C?[0, 1].
(Sugerencia: Para responder a las dos primeras prequntas usa la caracterizacion de con-
tinuidad en términos de como actia sobre conjuntos abiertos y cerrados.)

Prueba que la bola abierta en C2, [0,1],
B (0,1) = {g € CO[0,1] : [g(t)] < 1 ¥t € [0,1]},
tiene interior vacio en C{ [0,1].

Prueba que una sucesion (xy) en un espacio métrico discreto Xy converge a x si 'y solo
si existe kg € N tal que x;, = x para todo k > k.

Prueba que, si una sucesion (zj) converge en X, entonces esta acotada en X, es decir,
existen xg € X y r > 0 tales que dx(xy,z9) < r para toda k € N.

(a) Prueba que en cualquier espacio métrico X la interseccion de un nimero finito de
subconjuntos abiertos Uy N --- N U, es abierta en X.

(b) Da un ejemplo de una familia numerable de abiertos {U, : n € N} en R cuya
interseccion [,y Un no es abierta en R.
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Demuestra que en cualquier espacio métrico X = (X, d) se cumple lo siguiente.

(a) X es cerrado en X.

(b) El conjunto vacio @) es cerrado en X.

(c) La interseccion (., C; de cualquier familia {Cj : ¢ € I} de subconjuntos cerrados de
X es cerrada en X.

(d) La unién C'U D de dos subconjuntos cerrados C'y D de X es cerrada en X.

Sean A y B subconjuntos de un espacio métrico X. Demuestra las siguientes afirmaciones.
()z’nt()Cmt()siBgA.
(b) int(A ) es el maximo subconjunto abierto de X contenido en A.
(c) BC AsiBCA.
) A es

(d s el minimo subconjunto cerrado de X que contiene a A.

Sea X un espacio métrico y sea Y un subespacio métrico de X. Sea Uy C Y. Demuestra
que Uy es abierto en Y si y s6lo si existe un conjunto U C X tal que U es abierto en X

yUy:YﬂU.



