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Tarea 3

1.  Prueba que una sucesion (xy) en un espacio métrico discreto X s, converge a x si y sélo
si existe kg € N tal que x;, = x para todo k > k.

2. (a) Prueba que la sucesion de trayectorias oy, : [0, 1] — R?,

o (z) = (x %Sen(kmc)) |

converge a la trayectoria a(z) = (z,0) en B([0,1], R?).

(b) Sea 7Eé 0),(1.,0) (R?) el conjunto de todas las trayectorias « : [0, 1] — R? continuamente
diferenciables por tramos tales que

a(0) = (0,0),  a(l) = (1,0),

con la métrica inducida por la de B([0, 1], R?). Prueba que la funcion longitud

1
LT n0®) SR L) = / o ()] do,

no es continua. (Sugerencia: Usa el inciso anterior.)

3. Sea V un espacio vectorial normado y sea Sy := {x € V : ||z|| = 1} la esfera unitaria en
V. En cada uno de los siguientes casos investiga si la esfera unitaria es o no compacta.
Justifica tu afirmacion.

(a) V =4, conp e [l,00].
(b) V =CJ[0,1] con p € [1,00].

4.  ;Es cierto en general que, si ¢ : X — Y es continua y K es un subconjunto compacto
de Y, entonces ¢~1(K) es un subconjunto compacto de X? Justifica tu respuesta.

5.  Prueba que, si ¢ : X — Y es un homeomorfismo, entonces K es compacto en X si y sélo
si ¢(K) es compacto en Y.

6. Sea V un espacio vectorial de dimension finita y sea {ey,...,e,} una base de V. Dado
v € V lo expresamos como v = Yy, x;e; y definimos

n 1/2
ol = (zxs) |
=1

Demuestra las siguientes afirmaciones:



10.

11.

a) ||l es una norma en V' y, si le damos esta norma a V, la funciéon ¢ : R — V|

n
¢(x17 wrn) = E x;eq,
i=1
es una isometria lineal y biyectiva.

b) Cualquier normaen V es equivalente a la norma ||-||, . En consecuencia, cualesquiera
dos normas en V' son equivalentes.

¢)  Un subconjunto de V' es compacto si y solo si es cerrado y acotado en V.

Prueba que, si ¢ : X — Y es continua y biyectiva y X es compacto, entonces
¢ 1Y — X es continua (es decir, ¢ es un homeomorfismo).

Sea S! := {(z,y) € R? : 2% + y* = 1} el circulo unitario en R?. Considera la funcion
f:[0,2m) = S',  f(t) = (cost,sent).

Prueba que

(a) f es continua y biyectiva,

(b) f~':S'—[0,27) no es continua.

Es decir, la compacidad de X es esencial en la afirmacion del ejercicio anterior.

Prueba que:
(a) La funcion | - [ R - R dada por

ltfl=n si n—1<t<n, neZ.

es s.c.i.
(b) La funcion parte entera [-] : R — R dada por

[t]:=n si n<t<n+1, n€Z,
no es s.c.l.
Sea (t)) una sucesion en R. Demuestra las siguientes afirmaciones:
a) Se cumple la siguiente desigualdad:

liminf ¢, < limsup .
k=00 k—o0

b) La sucesion (t;) converge en R si y solo si

liminf ¢, = lim sup ;.
k—o0 k—o0

Prueba que son equivalentes las siguientes afirmaciones:

(a) f ess.c..

(b) fsa:={z € X : f(x) > a} es abierto para toda a € R.
(c) f=2:={x e X : f(x) < a} es cerrado para toda a € R.



12.

13.

14.

15.

Da un ejemplo de una trayectoria o : [0, 1] — R? de longitud infinita.

Considera la sucesion de trayectorias oy : [0,1] — R dada por

() = 260 si0<t< 4
CRUTLL sigk<t<L

Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Para todo k € N, 0, es un minimo de la funcion longitud £: 751 (R) — R U {oo}.

b)  (ox) no contiene ninguna subsucesion convergente en C°[0, 1]. (Sugerencia: Prueba
que para cualesquiera j # k, |loj — oxllec > 1).

¢) Para todo a > 1, £5% no es compacto en C°[0, 1].

d) £:To1(R) - R U {oo} no satisface las hipotesis del teorema de existencia de

minimos para funciones semicontinuas inferiormente.

Determina cudles de las siguientes funciones f son continuas y si son uniformemente
continuas:

a) f:(0,00) — R dada por f(t) =
b) f:[a,00) — R dada por f(t) =

¢) Dados un espacio métrico (X,d) y un conjunto () # A C X, definimos la funcion
distancia al conjunto A como f: X — R con

f(z) = dist(x, A) := ggg{d(x,y)}.

1
t
L 0
) con a > U.

Sean K : [a,b] x [a,b] = Ry f : [a,b] — R funciones continuas. Definimos f : [a, 5] — R
como

fla) = / K(x,y)f (y)dy.

Prueba que fes continua. (Sugerencia: Usa la continuidad uniforme de K.)



