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Tarea 4

1. Sea X s un espacio métrico discreto.
(a) Describe a las sucesiones de Cauchy en Xy
(b) Es Xgise un espacio métrico completo?

2. Sea (xj) una sucesion de Cauchy en un espacio métrico X.
(i) Prueba que (zy) esta acotada en X.
(ii) Prueba que, si alguna subsucesion de (zy) converge a z en X, entonces () converge
axen X.

3. Sea X = (0,1) con la métrica inducida por la de R. Prueba que la sucesion (
Cauchy en X pero no converge en X.

) es de

=

4.  Considera la sucesion de funciones f; : [—1,1] — R,
-1 si —1<az<—4,
fol@) =< kx si —3<ax<q,
1 si <2<l

(a) Prueba que (f;) es de Cauchy en CJ[—1,1] para toda p € [1,00).
(b) Prueba que (fx) no converge en Cp[—1, 1] para ninguna p € [1,00]. (Sugerencia:
Utiliza el caso p =1 wisto en clase).

(c) (Es (fx) de Cauchy en C° [—1,1]?

5.  Prueba que ¢, es un espacio de Banach para todo p € [1, oc].

6.  Considera los siguientes subespacios de /., con la norma inducida. ;Cuéles de ellos son
de Banach?
(i) 0:={(zn):z, € Ry x, # 0 so6lo para un namero finito de n’s}.

(i) ¢ :={(xp): 2, € Ry x, — 0}.
(iii) ¢:={(zn) : 2, € Ry (x,) converge en R}.

7.  Prueba que todo espacio métrico compacto es completo.

8.  (a) Prueba que la sucesion de funciones fy,(z) = a*
(b) Prueba que la sucesion de funciones fi,(z) = z*
subintervalo cerrado [a,b] C [0,1).

no converge uniformemente en [0, 1].
converge uniformemente en cualquier

9. ;Cuales de las siguientes sucesiones de funciones f; : R — R convergen puntualmente
en R? Encuentra todos los intervalos donde la convergencia es uniforme.

kx kx k2x
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. Cuadles de las siguientes sucesiones de funciones f; : R — R convergen uniformemente
en R? Encuentra el limite de tales sucesiones.

2=k —1 si z€k—1k+1],
(a) fe(z) = {() si xélk—1k+1]
(b)  fulx) = m
(c) fr(x) = sen(x/k).

() folz) = { zsenz si x € 27k, 2m(k + 1)),

0 si x ¢ [2nk,2n(k + 1)].

Sean X un espacio métrico y =,y € X. Denotamos por 7, ,(X) al subespacio métrico de
C°([0,1], X) definido como

Tew(X) == {0 €C°([0,1], X) : 0(0) = z, o(1) = y}.
Prueba que, si X es completo, entonces 7, ,(X) es completo.
Prueba que, si a,,b, € R, 0<a, <b,y 22021 b, converge, entonces 22021 a, converge.
Considera la sucesion de funciones fj : R — R,

1.2

fi(z) = 0t 2

(a) Prueba que, para cada = € R, la serie de nameros reales >~ fi(x) converge.
(b) ¢Converge la serie de funciones » ., fi uniformemente en R?

Considera la sucesion de funciones f; : [-1,1] — R,
1

fe(z) =9 5o si — %

<

a) Demuestra que para toda k € N* f;, € C1([—1,1]).

b) Demuestra que (fy) converge uniformemente a la funcion f(x) = |z|. {Qué signi-
fica esto respecto al limite uniforme de una sucesion de funciones continuamente
diferenciables?

Considera las funciones f; : R — R dadas por

sen kx

(a) Prueba que (fx) converge uniformemente a 0 en R.
(b) Prueba que (f}) no converge puntualmente en R, donde f; es la derivada de fi.

Prueba que, para cada r > 1, el espacio C”_[a,b] es un espacio de Banach.
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Sea > po, ax(z — x0)*, a), € R, una serie de potencias con radio de convergencia R > 0.
Prueba que la funcion f : (zg — R, 29 + R) — R dada por

flz) = Z ap(x — x0)"
k=0
tiene derivadas de todos los érdenes y que la n-ésima derivada f de f esta dada por
F @)= k(k—1)-- (k= n+ Dag(x — 20)* ™", € (x— R,x0 + R).
k=n

En particular se cumple que f™ (z0) = nla,.

Considera la funciéon f : R — R dada por

e Ve g x40,
flo) = { 0 siz=0.

(a) Prueba que f tiene derivadas de todos los 6rdenes en z = 0 y que f™(0) = 0.
(b) ¢Se puede escribir f como una serie

convergente en algun intervalo (—R, R), R > 07

Sean ay; € R tales que las series de niimeros reales

o
> Jaws| = b
j=1

convergen para cada k € N y la serie Y, by también converge. Prueba que
oo o0 [ee) oo
D =) )
k=1 j=1 j=1 k=1

(Sugerencia: Considera el subespacio métrico X := {* : n € N}U{0} de R y aplica el
criterio de Weierstrass a la sucesion de funciones fr : X — R dadas por

1 n oo
e (ﬁ) :Zakja Jr(0) :Zakj-
j=1 7j=1
Comprueba que esta sucesion satisface todas las hipdtesis del Criterio de Weierstrass.)

Da el radio de convergencia de la serie de potencias

y calcula sus derivadas. ;Quién es la funcion f7
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Sea ¢: R — R la funcién dada por

. xsix e 0,1]
#(z) ‘:{ 2—zsizell,2]

y o(x 4+ 2) = p(z) para todo = € R. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) La serie

o] 3 k
b 4k
> (3) et
k=0
converge uniformemente en R. En consecuencia, la funciéon f: R — R dada por

=3 (3) et

es continua.

b) Para todo x € R, f no es diferenciable en z. (Sugerencia: Para cada j € N, toma
m € N tal que m < 47z < m+ 1y define y; := 479m, z; := 47(m + 1)). Prueba

que
f(z5) = fy;)
i —Yj

Usa este hecho para concluir que f no es diferenciable en x.

— 00 cuando j — o0.

todo p € [1, 00).

(b) (Es posible darle a R™ alguna métrica tal que ¢ no sea contraccion?
(c) {Es posible darle a R™ alguna norma tal que ¢ no sea contraccion?
(
(

a) Usa el teorema del valor intermedio para probar que toda funcion continua f : [a, b] —
a, b] tiene al menos un punto fijo.

b) Da un ejemplo de una funcién continua f : [a,b] — [a, b] con una infinidad de puntos
fijos.

(a) Prueba que la funcién ¢ : R} — R dada por ¢(z) = $x es una contraccion para
[

Da un ejemplo de un espacio métrico completo y una funciéon ¢ : X — X que satisface

d(o(x),o(y)) <d(z,y) Va,y € X conz #y, (1)

y que no tiene ningan punto fijo. Es decir, la condicion (1) no es suficiente para garantizar
la existencia de un punto fijo.

Prueba que, si X es un espacio métrico compacto y ¢ : X — X satisface

dx(6(x), 0(y)) <dx(z,y) Vr,y e X conzFy,

entonces ¢ tiene un tnico punto fijo.

Sea x : R x R — R tal que x(t,z) = 32%/5.
(a) Prueba que y no es localmente Lipschitz en la segunda variable.
(b) Prueba que, para todas o < 0 < 3, la funcién

(t—a)® sit<a,
Uap(t) =14 0 sia<t<g,
(t—p)° sit>p,
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es solucion del problema de Cauchy

u' = 3u?/3,
u(0) = 0.

En consecuencia, si y no es localmente Lipschitz en la segunda variable, el problema de
Cauchy puede tener una infinidad de soluciones.

Sea x : R x R — R tal que x(t,z) = —2?%
(a) Prueba que y es localmente Lipschitz en la segunda variable.
(b) Para a # 0 considera el problema de Cauchy

u = _u2’
{ u(0) = — 1. @)
Prueba que

-«
es solucion de (2) en algtn intervalo que contiene a 0.
(c) (Cual es el intervalo méaximo para el que existe una solucion de (2)?



