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1. Sea A C X. Determina cuales de las siguientes afirmaciones son verdaderas y cudles son
falsas:

a) Si A es acotado, entonces A es totalmente acotado.

b) Si A es totalmente acotado, entonces A es compacto.
c) Si A es totalmente acotado, entonces A es relativamente compacto en X.
d) Si A es relativamente compacto en X, entonces A es totalmente acotado.
e) Si X es compacto, entonces A es relativamente compacto en X.
2. (a) Prueba que, si ¢ : X — Y es uniformemente continua y A es un subconjunto

totalmente acotado de X, entonces ¢(A) es totalmente acotado en Y.
(b) (Es cierto que, si ¢ : X — Y es continua y A es totalmente acotado en X, entonces
¢(A) es totalmente acotado en Y7 Demuestra tu afirmacion.

3.  Prueba que los subconjuntos totalmente acotados de R™ son precisamente los conjuntos
acotados.
4.  Sea X un espacio de Banach y sea Sx := {x € X : ||z|| = 1} la esfera unitaria en X. En

cada uno de los siguientes casos investiga si la esfera unitaria es o no totalmente acotada.
Demuestra tu afirmacion.

(a) X = 52
(b) X
(c) X = CO[O 1].
(d) X =C?0,1].
5.  El cubo de Hilbert se define como el conjunto
- 1
Q= {(xk)kzl €ly: |z < F}

a) Demuestra que Q es cerrado en /(5.

b) Demuestra que Q es totalmente acotado.
Sugerencia: Muestra que, para cada ky € N, el conjunto
Qro = {(z) € Q:Vk > ko(x, = 0)} es compacto. Dado z = (mk) € Q, define
ok = (21,19, ..., 21y, 0,0, ...) € Q% Muestra que |z — z*||; <
Concluye que Q es compacto.

2k0 1-

6.  Prueba que el conjunto H = {fx : [-1,1] = R : k € N} de las funciones continuas

-1 si —1<z<—4

_ . 1 1

fr(x) =1 kx S?_ESxSE
1 &%Sxﬁl

no es equicontinuo en 0.
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Sea fi: [0,00) — R la funcién definida como fi(z) := sen(v/t + 472k?). Demuestra las
siguientes afirmaciones:
a) El conjunto H := {fx : k € N} es equicontinuo.

b)  El conjunto H(t) es relativamente compacto en R para cada t € [0, 00).
Sugerencia: Muestra que la sucesion (fy) converge puntualmente a 0 en [0, 00).

¢) M no es un subconjunto compacto de Cf ([0, 00), R).
Sugerencia: Muestra que la sucesion (fy) no converge uniformemente en [0, 00).

Sean K un espacio métrico compacto, X un espacio métrico y (fx) una sucesion en
C°(K,X) que converge puntualmente a una funcion f : K — X, es decir,
fr(z) = f(z) en R para cada x € K. Prueba que, si H: = {frx : k£ € N} es equi-
continuo, entonces f es continua y fr — f en C°(K, X).

Prueba que, si K y X son espacios métricos compactos, entonces un subconjunto H de
CO(K, X) es relativamente compacto en C°(K, X) si y s6lo si es equicontinuo.

Sea p : [a, f] — [a,b] una funcién continua, no decreciente y suprayectiva. Prueba que,
para toda o € C%([a,b], X) se cumple que

L(oop)=L(0).

Prueba que si a < b < ¢, entonces para toda o € C°([a, c|, X) se cumple que

L(o) = L(o]ay) + L(o

[b)c} ) .

Sean X un espacio métrico y x € X. Prueba que el espacio de trayectorias de = a x,
definido como el conjunto

To(X) = {o€C([0,1],X) : 6(0) = o(1) = 2},

es relativamente compacto en C°([0,1], X) si y solo si la tnica trayectoria de z a z en X
es la trayectoria constante.

Sea X un espacio métrico. Demuestra que si Z CY C X y Z es denso en X, entonces
Y es denso en X.

Prueba que si ¢ : X — Y es continua, suprayectiva y A es denso en X, entonces ¢(A)
es denso en Y.

Prueba que el conjunto Q" := {(q1,q2, ...,qn) € R" : Vi € {1,...,n}q; € Q} es denso en
R™.

Sea Q> el conjunto de todas las sucesiones con entradas racionales para las cuales sélo
una cantidad finita de entradas son distintas de cero, es decir, sucesiones de la forma

(q17QQ7 "'7qk70707 ) con k € N ya, -, qk € Q

a) Demuestra que Q> es denso en ¢, para todo p € [1, 00).
b) (Es Q7 denso en (7
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Sea Q[t] el conjunto de todos los polinomios de la forma
Qo + @it + ... + gut”
conn € Nyq,..,q, € Q.

Demuestra que
Pola,b] == {q|uy : ¢ € Q[t]}
es denso en C°a, b].

Se dice que un conjunto A es a lo mas numerable si existe una funcion inyectiva
1: A — N. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Q@ es alo mas numerable.

b) El conjunto de todas las sucesiones (by) tales que para toda k € N b, € {0,1} no
es a lo méas numerable.

¢) R no es a lo mas numerable. Sugerencia: Usa el hecho de que todo nimero real
tiene una representaciéon binaria.

Un espacio métrico X se llama separable si contiene un subconjunto a lo mas numerable
que es denso en X. Demuestra las siguientes afirmaciones:

a) Ningun subconjunto propio de un espacio métrico discreto Xgis. es denso en X gisc.

b)  Un espacio métrico discreto Xgis. €s separable siy s6lo si Xy €s a lo més numerable.

Determina si los siguientes espacios métricos son o no son separables. Demuestra tus
respuestas.

a) R} con p € [1,00];

b) ¢, conp € [l,00l;
¢) Cpla,b] con p € [1,00];
d) C)(R,R).

Demuestra que todo espacio métrico compacto es separable.
Sugerencia: Para cada k € NT, toma un conjunto finito de bolas de radio % cuya union
sea X . Considera el conjunto de centros de todas esas bolas.

Sea € un subconjunto abierto y acotado de R™. Denotemos por C*°(£2) al conjunto de
todas las funciones f: {2 — R que tienen derivadas parciales de todos los érdenes en (2
y dichas derivadas tienen una extension continua a . Demuestra que C*(f2) es denso
en C°(Q).

Sugerencia: Utiliza el corolario al Teorema de Stone-Weierstrass y el Ejercicio 77?7

Sea f € C°[0,1] tal que, para todan € N,
1
/ f(z)x"dz = 0.
0

Demuestra que
1
/ fA(x)dz =0
0

y concluye que f =0 en [0, 1].



24. Sea S' := {(cosf,sinf) € R? : § € [0,27]} la circunferencia unitaria en R?. Demuestra
que cualquier funcién continua f: S! — R es el limite uniforme de funciones de la forma

@(cosb,sinf) = ag + a; cos @ + by sinf + ... + a,, cos(nb) + by, sin(nd)

conn € Nya;b €R.



