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Tarea 5

1. Sea f: (0,00) — R definida como

sizeQ
sizeR—-Q.
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Determina el conjunto de puntos del dominio en el que es continua la funciéon f.

2.  Demuestra que la funcién f : R — R definida como f(z) = |x| es continua en p para
todo p € R.
3. Determina los puntos de continuidad de las siguientes funciones e indica los teoremas

que se usan en cada caso.
(i) (*) f: R—= R, con f(x):= ﬁ%ﬁ“;

)
(ii) g: [0,00) = R, con g(x) := \/m;
(iii)
(iv)
4.  Construye ejemplos de funciones f y g que sean discontinuas en un punto ¢ de R tales
que:

(*) h: R — {0} — R, con h(z) := i+ sinG)],

x bl

v) k: R — R, con k(z) := cos(v1 + x2).

(a) f + g sea continua en c;

(b) fg sea continua en c.

5.  Dar un ejemplo de una funcion f: [0, 1] — R que sea discontinua en todos los puntos de
[0, 1] pero que |f]| sea continua en [0, 1].

6. Proporciona ejemplos de funciones con las siguientes propiedades:

(a) una funcion continua f: [0,1) — R que no sea acotada,

(b) una funcién continua g: (0,00) — R que no sea constante y que alcance tanto su
valor maximo como su valor minimo;

(¢) una funciéon continua h: (0,1) — R que sea acotada, que alcance su valor maximo

en una cantidad infinita numerable de puntos y que alcance su valor minimo en una
cantidad infinita no numerable de puntos.
Sugerencia: Recuerda que cualquier intervalo no vacio de ntmeros reales es no
numerable. Si en primera instancia no logras construir una funcién que satisfaga
ambas condiciones simultaneamente, comienza por construir una que satisfaga la
primer condiciéon y otra que satisfaga la segunda condicién. Después, “pégalas”
adecuadamente.
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Para cada una de las siguientes funciones, determina cuéales estan acotadas superiormente
o inferiormente en el intervalo indicado. Determina también cuéles de ellas alcanzan sus
valores maximo o minimo. Ndtese que f puede tener estas propiedades sin ser continua.

a) f:(=1,1) =R, f(z) = 2?
b) f:(=1,1) =R, f(z):=2*
) [:R—=R, f(z) =22

2 S <
d) DadoaeRﬁjo,cona>O,f:(_a_1,a+1)_>R’f(x)::{x si—a—1<z<a

Serd necesario considerar distintos valores para a.

2
e) Dadoa € Rfijo,,cona >0, f: [-a—1,a+1] = R, f(x) := {

si x es irracional

six = g, con g fraccion irreducible.

N0 SR, f) :={

_ o= O

si x es irracional
g9) [0 >R, fz):= { —% six = %’,con § fraccion irreducible.

(*) Sea f: [a,b] — R una funcién continua en [a, b] tal que para cada x € [a,b] existe
un y € [a,b] tal que |f(y)| < 3|f(z)|. Demuestra que existe ¢ € [a, ] tal que f(c) = 0.
Sugerencia: Construye una sucesion apropiada.

(*) Utiliza el Teorema de las funciones continuas acotadas visto en clase, para probar
que si f: R — R es continua y si f(z) — oo cuando x — oo y también f(z) — oo
cuando x — —oo, entonces existe zy € R tal que f(x) > f(zq) para todo x € R.

Demostrar que todo polinomio de grado impar con coeficientes reales tiene al menos una
raiz real.

Demostrar que la ecuacion x = cos(z) tiene una solucion en el intervalo [0, 7].

Sea f:[0,1] — R una funcion continua y tal que f(0) = f(1). Demostrar que existe un
punto ¢ € [0, 3] tal que f(c) = f(c+1).

Sugerencia: Considera g(x) := f(z) — f(z + 3).

Concluye que existen, en cualquier momento, puntos antipodas® en el ecuador terrestre
que tienen la misma temperatura.

(*) Sea f: (a,b) — R una funcion continua tal que f(x) # 0 para todo = € (a,b).
Demuestra que f(z) > 0 para todo = € (a,b) 6 f(z) < 0 para todo x € (a,b).

Si f y g son funciones crecientes (o no decrecientes) en un intervalo [a, b] C R, demuestra
que f + g es creciente (o no decreciente) en [a, b].

Demuestra que tanto f(z) = x como g(x) = x — 1 son funciones crecientes en [0, 1], pero
que su producto fg no es creciente en [0, 1].

Sean f y g dos funciones crecientes en el intervalo [a,b] C R. Supongamos ademas que
f(z) >0y g(x) > 0. Demuestra que fg es creciente en [a, b].

'Dos puntos sobre una circunferencia son llamados antipodas si estan en extremos opuestos de un didmetro.

a+2 sta<z<a+l.

T si —a—1<zxz<a
a+2 sia<z<a+l.
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Sea f: [a,b] — R una funcién continua. Supongamos que f(a) < f(b) y que f es inyec-
tiva. Utiliza el Teorema del Valor Intermedio para probar que f(a) < f(z) < f(b) para
todo = € (a,b). Concluye que f es entonces creciente (en el sentido estricto).

Para cada uno de los siguientes polinomios f, encuentra un niimero entero z € Z tal que
f(z) =0 para algin x € [z, 2z + 1).

a) flz)=a%—x+3;

b)  f(x)=2°+5z + 22+ 1;

c) f(z)=42* -4z +1.

-

; Cuédntas funciones continuas f existen que satisfacen que f?(x) = z? para todo z en R?

Sea f una funcion polindémica cualquiera. Demuestra que existe algin xq € R tal que
para todo z € R, | f(xo)| < |f(2)].

Supongase que f: R — R es una funciéon continua tal que f(z) > 0 para todo z € Ry
que lim, o, f(z) = 0 = lim,, _ f(z). Realiza un dibujo que represente esta situacion
y demuestra que existe algin zy € R tal que, para todo x € R, f(x) < f(xo).

Sea g: (—1,1) — R la funcién definida como

g(x) = 1—L\xl

1

Demuestra que g es inyectiva, encuentra g((—1,1)) y calcula g~'. jSon g y g~! funciones

continuas?

(a) (Cuales de las siguientes funciones f, definidas en el intervalo [—1,1] en (i) y (ii)
tienen inversas f~1: [f(—1), f(1)] = [=1,1]? {Cudles tienen inversa continua?. Jus-
tifica brevemente tus respuestas.

(1) flz) = (x+1)%
x stz € [—1,0]

(i) f(z) ;:{ r+1 size(0,1]

(b) Definimos a la funciéon tangente, tan: (=5,%) — R, como tan(z) = iz;((z)) Dando
por hecho que tan es creciente, continua, y que tan(r) — oo cuando x — 7y
tan(r) — —oo cuando r — —7, demuestra cuidadosamente que tan tiene una

funcién inversa que es continua en R. Llamamos arctan a la inversa de la funciéon

tangente.
a) Sea a € (0,00) un nimero real positivo. Demuestra que la funcion f(z) := 1 es
uniformemente continua en el dominio [a, 00).
b) Sea g(r) := x?. Demuestra que g no es uniformemente continua en el dominio
[0, 00).
1/3

¢) Demuestra que la funcién h(z) := 2!/ es uniformemente continua en R. ;Es h una

funcion Lipschitz continua?

Demuestra que si h es continua en [0,00) y uniformemente continua en un intervalo de
la forma [a, 00) para algin a > 0, entonces h es uniformemente continua en [0, 00).
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a)

b)

Sea f: (a,b] — R una funcién continua y tal que existe el limite lim,_,, f(x).
Demuestra que f es uniformemente continua.

Supongamos ahora que g: (a,b] — R es uniformemente continua.
1) Demuestra que si (x,) es una sucesion de Cauchy en (a,b], entonces (g(z,))
también es una sucesiéon de Cauchy.

2) Supongamos ahora que (z,) y (y,) son dos sucesiones en (a,b] que convergen
al namero real a. Demuestra que si (g(z,)) tiende a £ € Ry (g(y,)) tiende a
m € R, entonces ¢ = m. Deduce que existe el limite lim,_,, g(z).



