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Tarea 1
1. Demuestre las siguientes propiedades del producto punto en R™:
a) VZEeER", Z-Z=|Z|*>0y @ - Z=0siysolosiZ=0;
b) VZEyER" T -y=y- T
c) VY, ZeRZ-(§+2)=0-y+7-Z
d) YAeR VZEyJeR" (\T)-4=2-(\y) = A& 9)
2.  Demuestre que para toda m € N* y cualesquiera vectores &, T, ..., T, € R", se cumple
que

171 + T + oo T || < 2]+ ([ Z2]] 4o+ ([T

3.  Demuestre el Teorema de Pitagoras en R”, es decir, que si 1 < k < n y si para cuales-
quiera 1 < ¢ < j <k se tiene que ; - ¥; = 0, entonces

170+ 22 + 4 Bl = 3P+ 12l + -+ 2]

4.  Demuestre las siguientes afirmaciones, realice un diagrama de lo que significan y describa
su interpretacion geométrica.
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7=0siysolosi|Z+7|=|T—7l;
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-y > 0siysolosi ||+ ] > |7 —9;
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-y < 0siysolosi |74y < |17 —7;
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Si 7 # 0, entonces |7 — 7| = ||Z]| + ||7]| si y s6lo si 3N € (—o0, 0] tal que & = \7;

)

17+ G117 + 112 = 711* = 2(1201* + 1711%);
HIZ] =171l < {17+ 9]

)

)
)
)
) Sig#0, entonces |7+ 7] = ||| + ||7]| siy solo si 3\ € [0, 00) tal que & = A\7;
)
)
)
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5.  Demuestre que si ,7 € R — {0} v ||Z]| = ||#]| = ||Z — 7]|, entonces el angulo entre Z y
¥ es 3. (Qué interpretacion geométrica tiene esto?

6. SeanZeR"yr>0.
a) Sean BW(Z r)={yeR": |F—q|i <r}y B(Zr)={F€R": |T — ]| <7}
Demuestre que estos conjuntos son abiertos en R”.
b) Demuestre que ext(B(Z,r)) ={y e R": ||g —Z|| > r}y
Fr(B(Z,r)) ={y €R": [y — & = r}.
7. Sean Ay B subconjuntos de R". Establezca la verdad o falsedad de las siguientes afir-

maciones, dando prueba o contraejemplo. En caso de que alguna de las igualdades sea
falsa, establezca si hay al menos una de las contenciones que si sea valida en general.
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a) int(AU B) =int(A) Uint(B); int(AN B) = int(A) N int(B);
b) ext(AU B) = ext(A) Uext(B); ext(AN B) = ext(A) Next(B);
c¢) Fr(AUB)=Fr(A)UFr(B); Fr(AN B) = Fr(A) N Fr(B).

Pruebe que si A es un conjunto cerrado, entonces int(Fr(A)) = 0.

Demuestre que el conjunto A = R? — {(z,y) € R?:2 < 0 yy = 0} es un conjunto
abierto.

Sean aq, ..., ay, by, ..., b, € R tales que a; < b;. Demuestre que
A= (a1, b1) X (ag,be) X -+ X (an,by) = {(x1,...,2,) ER" 1 q; < x; < b; para 1 <i < n}
es un conjunto abierto.

Sean ai, ..., an, b1, ...,b, € R tales que a; < b;. Demuestre que el paralelepipedo
A= ay, by] X [ag, by] X - -+ X [an, by] = {(z1,...,x,) € R" 1 a; < x; < b; para 1 <i < n}
es un conjunto cerrado.

Muestre que si A C R™ y B C R™ son conjuntos abiertos en R™ y R™ respectivamente,
entonces el producto cartesiano

Ax B={(Z,y) eR"™:Z€ Ayye B}
es un conjunto abierto en R™"™.

Sea U C R™ un conjunto abierto no vacio.

Consideremos Q" = Q x ... x Q = {(¢1,¢2, .-, qn) € R":Vi € 1,....,n¢; € Q}. Muestre
que:

a) UNQ"™+#(;

b) U se puede expresar como una uniéon de bolas con centro en Q" y radio racional.
Sean Ap, ..., Ay € R" subconjuntos de R"™. Demuestre que:

a) Sicada A; es abierto, entonces A; U Ay U...U Ay A1 N AN ...N Ay son conjuntos
abiertos.

b) Sicada A; es cerrado, entonces Ay U Ay U...UA,y A1 N AN ...N Ay son conjuntos
cerrados.

. Qué ocurre si en vez de una cantidad finita tenemos una cantidad infinita de conjuntos
abiertos o cerrados? Demuestre su respuesta.

Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba o contraejemplo:

a) SiAC B, entonces A’ C B;
b) (AuB)=AUDB;
c) (AnB)=AnNDH.
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Sea A = ([0,1] x [0,1]) NQ x Q. Calcule A’ y A. Demuestre sus respuestas.
Sea A = {(m,0) € R*: m € Z}.

a) Calcule int(A), Fr(A), ext(A), A’y A. Demuestre sus respuestas.

b) Establezca si A es abierto, cerrado o ninguna de las dos. Demuestre sus respuestas.

Sea A C R"™. Pruebe que:

a) € AsiysolosiVr>0setiene que B(Z,r) N A # (;

b) A es cerrado siy solo si A= A;

¢) A es cerrado siy solo si A’ C A;

d) AUA = A4,

e) (A =ext(A);

f)  int(int(A)) = int(A) y (4) = A4;

9) Fr(A)=An(A);

h) Si B C Ay B es abierto, entonces B C int(A), es decir, int(A) es el conjunto

abierto mas grande contenido en A;

Si A C By B es cerrado, entonces A C B, es decir, (A) es el conjunto cerrado méas
chico que contiene A A.

.
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Sean A, B C R". Diga si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, dando prueba
o contraejemplo:

a) Si AC B, entonces A C B;

b) (AUB)=AUDB;

¢) (AnB)C ANB;

d) (AnB)=ANB

Sea A C R™ un conjunto abierto y sea B C R". Demuestre que si AN B = (), entonces
ANB=0.

Sean aq, ..., an, by, ..., b, € R tales que a; < b;. Demuestre que
A= (ay,b1) X (a1,b2) X -+ X (ap,by) = {(z1, .., 1) ER" 1a; < x; < b; para 1 <i < n}
es un conjunto convexo.

Sea A C R™ un conjunto abierto. Pruebe que A es disconexo si y solo si existen B, C' C R"
tales que B y C son abiertos, ajenos, no vaciosy A= BUC.

Sea A C R™ un conjunto abierto. Demuestre que A es conexo si y s6lo si para cada par
de puntos 7,y € A, existen &y, ..., Ty € A tales que [, 2] U [7, 2] U ... U [Tk, y] C A,
donde [@, V] := {ti+t(T—u) € R": ¢ € [0,1]} es el segmento de recta que une a @ con .



