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Tarea 2

1.  Considere las siguientes funciones definidas para algtin subconjunto A C R2. En cada
caso, identifique al maximo conjunto A en el que estan definidas y haga un esbozo de su
grafica.

i) flr,y) =22 +y* i) flz,y) =V1—22 i) f(z,y) = V22 + o2

) fz,y) =y v) f(@,9) = e vi) fw,y) = 2% -y

2. Determine los conjuntos de nivel de cada una de las siguientes funciones:

a) flz,y)=2"—y%

b)  flx,y) = 2zy;

c)  flz,y,2)=2%—y*+ 2%

d)  f(z,y,2) =yz

e) [f(z,y) =3z -2y

f) - fley) =y —sen(z)
3. Determine cuél es el conjunto f(A), si:

la funcion f : R? — R3 esté definida como f(z,y) = (zcos(y), zsen(y),z) y A = R?;

b) la funcion f : R? — R? estd definida como f(z,y) = (22 cos(y), z*sen(y), z?) y
A =TR?
¢) la funcion f : R*> — R3? esta definida como f(z,y) = (zcos(y),zsen(y),z?) vy
A =TR2
4.  Encuentre una funcién de R? en R? cuya imagen coincida con el elipsoide

2?)a® + /b + 22 )c* = 1.

5. Sea f:ACR—-R"yxyeR.

)

Defina el concepto de limite lateral (por la izquierda y por la derecha) de f en xg;
es decir, defina lo que significa que [ € R" sea tal que
[= lim f(x)

+
l’*)l’o

0 que
= lim f(x)
=T
Para dar estas definiciones, ;jqué condicién es necesario que cumpla el punto zg?
AS| q P P
Jes suficiente que z¢ € A’? Justifique su respuesta.
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b)  Con base en las definiciones anteriores (y suponiendo que x satisface las condiciones
que hayan hecho falta), pruebe que

[=1im f(z) siysolosi [=lm f(z) y I= lim f(x).

T—T0 Tz Ty

Determine si las siguientes funciones tienen limite en el punto que se indica. Pruebe su
respuesta.

. 392 .. 23 tru?—r2y—uy3
Z) f(xvy) - ﬁ en (070) ”) f(‘rhy) = %ﬁyy en (07 0)
22 (y— . z2y+a?

iii) f(wy) = 752 en (0,1) W) f(z,y) = mife s en (0,-1)

v) f(z,y,2) = B2 en (0,0,0)  wi) flo,y,2) = 2L en (0,0,0)

oy 427 N
vii) f(z,y) = 2L en (0,0) viii) f(z,y) = AL en (0,0)
ir) f(z,y) =& en (0,00 a) fley) = mily en(0,1)
vi) f(z,y) = 5 en (1,0).

Sean f : A C R* — R™ y &, € A'. Pruebe que limz_z f(Z¥) = 0 si y solo si
limzz, || f(Z)]| = 0.

Sean f : A C R" — R™, 7, € R" y I € R™. Definimos B = A—7, := {#-%yeR" |7 e A}
y g: B CR"— R™ como g(h) = f(Zy + h) para cada h € B. Pruebe que:

a) Tye AsiysolosiOe B

b) =limg .z, f(&) siy solosil=lim;_sg(h).

Demuestra que

x? x?

lim { lim ——— ) # lim ( lim ————
z—0 \y—0 ¢ + y2 y—0 \ z—0 12 + y2

Demuestra que si los siguientes limites existen y son distintos:
lim ng% f(z, y)) # lim (hg(l) f(z, y)) :

entonces no existe lim, ) (0,0) f(2, ).

Sea f: R? — R la funciéon definida como

xseni siy#0

fo-{

siy = 0.

a) Demuestra que limz ) (0,0) f(z,y) =0.
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b) Demuestra que

x—0

lim (hm f(z, y)) + Z111_r>r(1) (}gr(l) f(x,y)) :
c) ;Contradice este ejemplo al ejercicio anterior?

Determine cuéles de las siguientes sucesiones convergen y, en su caso, cual es su limite.

7, = (ksen(1/k), (14 1/k)k, c*)}, donde ¢ € (0,1) es una constante;
(sen(k)/k, (14 k)% c*))} donde ¢ € (0, 1] es una constante;
Tr = ((a* + V) V* ke?, (=1)* (1 +1/k) }:
= (B +1)V® = (k+ 1)V, by — 5}

—

Tk

Sea {7} una sucesion en R™ que converge al punto ¥y € R™. Pruebe que la sucesion de
nameros reales {||Zx||} converge a ||Zy]|. {Es cierto lo reciproco para cualquier ¥y € R™?

Demuestre que una sucesion {zy} converge a xy en R"™ si y solo si |7y — |1 = 0y
| Zx — Zol|oo — 0.

Pruebe que si {k;} es una sucesion creciente de niimeros naturales (es decir que k; < kj4q
para toda | € N), entonces | < k; para toda [ € NT).

Pruebe que, si {Z;} es una sucesion de Cauchy en R", entonces cualquier subsucesion
{Z, } es también una sucesién de Cauchy.

Sea {Z}} una sucesion de Cauchy. Demuestre, directamente de la definicion de sucesion
de Cauchy, que:

a) la sucesion {7y} esta acotada

b) si el rango de {74} es finito, entonces existe N € N tal que @, = 7, para toda
k>N

c) si{Z} es una subsucesion de {7} } que converge a 7y € R", entonces {7} converge
a fo.

Sea {T}} una sucesion en R™ cuyo rango A es infinito. Pruebe que:

a) si Zp es un punto de acumulacion de A, entonces existe una subsucesion {7, } de
{Z)} que converge a Z.

b) si{Zx} converge al punto 7y € R" entonces &y es el tinico punto de acumulacion de

A.
Sea A C R"™. Pruebe que:

a) Ty € Asiy solo si existe una sucesion {Z;} en A tal que {Z}} converge a T
b) Ty € A’ siy solo si existe una sucesion {7y} en A\ {Zy} tal que {Z}} converge a Ty

¢) si Zp es un punto aislado de A y {Zx} C A es una sucesion que converge a Ty,
entonces existe N € N tal que T, = ¥y para toda kK > N.
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Sea f: A C R" — R™ continua en 7y € A tal que f(%) # 0. Pruebe que:

a) existe § > 0 tal que f(Z) # 0 para toda & € B(Z,,0) N A
b) existen ¢ > 0y ¢’ > 0 tales que || f(Z)|| > ¢ para toda Z € B(Zy,d") N A.

Sea f: A CR"” — R™. Pruebe que f es continua en A si y sblo si para todo conjunto
cerrado C' C R™ existe un conjunto cerrado D C R" tal que f~'(C) = DN A.

Pruebe que las siguientes funciones son continuas en su dominio:
a) f:R"™ = R definida como f(Z) = ||Z]|
b) f:R" — R definida como f(Z) = f(z1,...,2,) = x;, donde i € {1,...,n}

c¢) L:R"™— R™ cualquier funcion lineal

Pruebe que:

a) A={(x,y) €eR?*|1<z*+y} es un conjunto abierto

b) A={(z,y,2) e R®| (zz + 2y)/(2* + y*) < 0} es un conjunto abierto
¢) A={(z,y) €eR?|y=1/x} es un conjunto cerrado.

d) S 1 ={FeR"||7|| =1} es un conjunto cerrado.

Sugerencia: Utilice la pregunta anterior.

Sean f : R* — R continua y S' := {z € R?: ||z|]| = 1}. Demuestra que existe z € S! tal

que f(z) = f(=).

Un grupo de estudiantes de arquitectura visita, en una practica de campo, las ruinas
de una muralla antigua. La muralla es exactamente circular y su altura, aunque no es
constante, varfa de manera continua. Su tarea es hallar un punto de la muralla que tenga
la misma altura que el punto diametralmente opuesto. No obstante, la muralla forma una
circunferencia de 5 kilémetros de didmetro y las y los estudiantes no saben por dénde
empezar a buscar. Después de un par de dias, un grupo de estudiantes desiste, afirmando
que el punto que buscan no existe; otro grupo mas terco de estudiantes persiste en la
busqueda. ;Tienen esperanza de encontrar un punto que esté a la misma altura que
aquél que esta en el extremo opuesto de la muralla? Argumenta tu respuesta.

Sean, A C R™ un abierto, ¥ € A,y € (AUA )y f:[0,1] C R — R" continua tal que
f(0) =2y f(1) = gy. Pruebe que existe t € (0,1) tal que f(t) € I(A).

Sea f: A CR" — R continua en A, con A conexo y tal que f(7) # 0 para toda ¥ € A.
Pruebe que f(Z) > 0 para toda & € A o f(¥) < 0 para toda & € A.

Sea f : A C R" — R™ continua en A, con A conexo y tal que || f(Z)|| # 1 para toda
¥ € A. Pruebe que, si || f(Zp)]| < 1 para alguna &y € A, entonces || f(Z)|| < 1 para toda
reA

Sean f: A C R" — R continua en A, y B C A conexo, cerrado y acotado. Pruebe que
existen a,b € R tales que f(B) = [a, b].



30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

Sea A C R"™ un conjunto no vacio, cerrado y acotado, y ¥ € A¢. Pruebe que existe
Ty € A tal que |7 — To|| < ||¥ — 7]| para todo ¥ € A. Muestre, con un ejemplo, que esta
afirmacion no es valida si no suponemos que A es cerrado. ;Esta afirmacion sigue siendo
valida si s6lo suponemos que A es cerrado? Pruebe su respuesta.

Sean A, B C R" conjuntos no vacios, cerrados y acotados, tales que AN B = &. Pruebe
que existen ¥y € Ay 4o € B tales que |4 — Zo|| < ||Z — 7|| para todo ¥ € A y para todo
iy € B. Muestre, con un ejemplo, que esta afirmaciéon no es valida si no suponemos que
A es cerrado.

Sea f: A C R" — R™ continua, con A cerrado y acotado. Pruebe que existen Zy, 77 € A
tales que || f(7)| < | F@)]| < | f(7)]| para toda 7 € A,

Sea K C R". Pruebe que el conjunto K es compacto si y solo si toda sucesion {7} C K
tiene una subsucesion {7y, } que converge a un punto 7 € K.

Sea f: A CR" — R™ continua e inyectiva en A, con A cerrado y acotado. Pruebe que
[t f(A) C R™ — R" (la funcién inversa de f) es continua en f(A). ;jEsta afirmacion
se sigue cumpliendo si A no es cerrado? Pruebe su respuesta.

Sea L : R™ — R™ una funcién lineal. Pruebe que L es uniformemente continua en R".
Sea A C R" no vacio. Definimos f4 : R” — R como

fa(Z) =dist(#, A) :=mf{||7 - 2]| | Z € A.}
Pruebe que:

a) fa(@)=0siysolosiZe A

b)  fa es uniformemente continua en R".
Sugerencia: pruebe que | fa(Z) — fa(¥)| < || — 7]| para todo ¥,y € R™).
U,V C R" abiertos tales que AC U, BCV yUNV ={ (sugerencia: considere la
funcion f(7) = fa(Z) — [B(Z))



