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Tarea 3

1. Seana,b € R tales que a®>+b?> > 0y sea R C R? la recta cuya ecuacién cartesiana es az+by = 0.
Muestre que:

a) Siwvg = (x0,90) y v1 = (z1,y1) son dos puntos diferentes sobre la recta R, entonces la
funcion v: R — R? definida como

"}/(t) = + t(v1 — ’Uo)

es una parametrizacion de R.

b) Siwvg = (x2,y2) es un vector paralelo a la recta R, es decir, tal que azy + bys = 0, entonces
la funciéon v: R — R? definida como

~v(t) = vy + tus
es una parametrizaciéon de R.

2. Sea R C R?larecta determinada por la interseccion de los planos az+by+cz = 0 y az+by+éz =
0. Muestre que:

a) Sivy = (x0,y0,20) y 1 = (1, Y1, 21) son dos puntos diferentes que pertenecen a R, entonces
la funcién v: R — R3 definida como

~v(t) = vo + t(vy — vo)

es una parametrizacion de R.

b)  Siwve = (w2,y2,22) es un vector paralelo a la recta R, es decir, tal que axy + bys + czo = 0

y axo + bys + ¢z = 0, entonces la funcion v: R — R3 definida como
Y(t) = vo + tug
es una parametrizaciéon de R.
3. Seann > 3, vg,v; € R™ dos vectores distintos y u € R™\ {0}. Conteste las siguientes preguntas:

a) (Coémo se define, por medio de ecuaciones cartesianas, a la recta que pasa por los puntos
vy y v17?

b) (Como se define, por medio de ecuaciones cartesianas, a la recta en la direccion del vector
% que pasa por el punto zg?

c) (Coémo definiria, sin usar ecuaciones cartesianas, a la recta que pasa por los puntos vg y
v1? ;Y a la recta que pasa por el punto xy y que es paralela al vector u?

4. Sobre la parte exterior de una circunferencia fija de radio » > 0 rueda (sin resbalar) otra
circunferencia de radio s > 0. Encuentre una funciéon de R en R? que describa el movimiento de
un punto que se encuentre en la circunferencia exterior.

5.  Demuestre todas las propiedades algebraicas para la derivada de funciones ~v: I — R™ que
enunciamos en clase, donde I C R es un intervalo. Realice estas demostraciones usando primero
las propiedades algebraicas de la derivada para funciones f: I — R y después sin usar dichas
propiedades, es decir, partiendo tinicamente de las definiciones.
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Demuestre la regla de la cadena que demostramos en clase pero sin utilizar la regla de la cadena
que conocemos para funciones f: I — R donde I C R es un intervalo, es decir, demuestre esta
propiedad partiendo directamente de la definicién de derivada.

Muestre que la curva descrita por la funcién v: R — R? definida como
y(t) := (sen(2t), 2sen?(t), 2 cos(t))

pertenece a una esfera con centro en el origen. Calcule su rapidez y muestre que la proyeccién
en el plano XY de su velocidad tiene norma constante.

Sea f: I C R — R una funcién y sea «v: I — R? la parametrizacion de la grafica de f, a la que
denotamos por Gy. Supongamos que f es derivable en ¢y € I. Demuestre que:
a) La parametrizacion v también es derivable en tg y, ademas, v/ (tg) = (1, f'(t0))-

b) La recta tangente a la curva Gy en el punto (Zo, f(to)), tal como definimos en clase la
recta tangente a una curva, es una parametrizaciéon de la recta cuya ecuacion esta dada

por y = f'(to)(z — to) + f(to).

Sea ~v: I — R™ una parametrizacion y sea tg € I. Pruebe que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

a) la funcion v es derivable en t;

b) existe un vector v € R™ tal que

o 20 = (k)

=wv en R";
t—to t— to

c) existe un vector v € R" tal que

Y(t) = (y(to) + (t — to)v)

lim =0en R";
t—to t— ‘[,'0
d) existe una transformacion lineal L: R — R™ tal que
t) — t L(t—t
t—to t— to

Mas atn, muestre que el vector v € R™ que aparece en los incisos (b) y (c) es precisamente
=7'(to) y que L(1) = v
Interprete geométricamente cada uno de los limites que aparecen en los incisos (b)-(d) y también

al conjunto {y(to) + L(t — to) € R" :t € R}, donde L es la transformacion lineal que aparece
en el inciso (d).

Sean u,v € R? tales que ||u|| = ||v|| = 1. Encuentre una funcién derivable v: [a, b] — R? tal que
~v(a) = u, v(b) = v, y con la propiedad de que ||y(¢)|| = 1 para todo t € [a, b].

Sea v: I C R — R™ una funcién derivable. Demuestre que ||y(¢)|| es una funcién constante en
I siy solo si para toda t € I, y(t) - 7/(t) = 0. Interprete geométricamente.

Sea 7: I € R — R™ una funcion derivable y sea r: I — R definida como r(t) := ||y(¢)]-
Demuestre que, si o es un maximizante o minimizante local de 7, entonces (o) - v'(to) = 0.
Interprete geométricamente.
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Sea 7: [a,b] € R — R? con funciones coordenadas vy = (71,72). Supongamos que 7 es continua
en el intervalo [a,b], derivable en (a,b), y que 7/(t) # 0 para toda t € (a,b). Demuestre que
existen £ € (a,b) y A € R tales que

Sea 7: [a,b] € R — R? con funciones coordenadas v = (71,72). Supongamos que 7 es continua
en el intervalo [a, b] y derivable en (a,b). Demuestre que existe & € (a,b) tal que

ly(6) = 2 (@)lI* = (b= a)}y'(€) - (v(b) = (a)).

Seavy: I CR — R".

a) Demuestre que si existen vg,u € R" tales que ¥(t) = vo + tu para toda ¢ € I, entonces
|7/ (t)]| es constante.

b)  Muestre con un ejemplo que el reciproco de la afirmacion del inciso anterior es falso.

¢) Demuestre que si 7”(t) = 0 para toda ¢t € I, entonces existen vg,u € R™ tales que v(t) =
v + tu para toda t € I.

d) Proporcione un ejemplo de una funcién v: I C R — R™ que parametrice un recta y para
la cual se satisfaga que 7" (t) # 0 para toda t € I.

Interprete las afirmaciones de los incisos anteriores en el contexto en el que v describe el movi-
miento de un objeto.

Dada ~v: [a,b] — R™ una funcién continua con vy = (71,72, ..., Vn), definimos
b b b b
[rwa=([wwa [ o [uoa).

a) siv=(vy,v,..,v,) es un vector constante, entonces f; v-y(t)dt =v- f:fy(t) dt.

9
/ " dtH </ b)) dt.

Sugerencia: Muestre primero que, para toda s € [a, b],
b
/ ~(#) dtH .
a

¢)  Si~ tiene derivada continua en [a, b], entonces ||v(b) —y(a)|| < f; I7/ ()] dt = £(). Inter-
prete geométricamente.

Demuestre que:

b
96) [ 2@yt < ()] \

Integre y utilice el inciso anterior.

Considere las funciones v: [0,7/2] — R2?, ~(t) := (cos(t),sin(t)) y o: [0,1] — R? o(u) =
(ﬁ—;‘;, %) Demuestre que v es una reparametrizaciéon de o.
Sea v: [a,b] € R — R™ una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R"™.

a) Muestre que £(y) =b — a.
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b)  Muestre con un ejemplo que la longitud de C' puede no coincidir con la longitud derminada
por 7, es decir, con £(7).

Sea v: I € R — R” una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R™. Pruebe
que si C' esta contenida en una recta, entonces para toda s € I, k(s) = 0. ;Contradice esto lo
que se pide ejemplificar en el inciso (d) del ejercicio 7?77 Justifique su respuesta.

Pruebe el reciproco del problema anterior, es decir, que si C C R” es una curva suave y
v: I € R — R” es una parametrizaciéon por longitud de arco de C' tal que, para toda s € I,
k(s) = 0, entonces C' esta contenida en una recta.

Sea v: I C R — R™ una parametrizacion por longitud de arco de una curva C C R™. Si T'(s)
es el vector tangente unitario y (s, h) representa al dangulo formado por los vectores T'(s) y
T(s + h), pruebe que

k(s) = lim

h—0 h

0(s, h) ’ |

Sugerencia: Utilice la ley de los cosenos.

Sea v: I C R — R? una parametrizacién por longitud de arco de una curva C C R3. Si B(s) es
el vector binormal unitario y 6(s, h) representa al angulo formado por B(s) y B(s+ h), pruebe

que
0(s,h) ‘

7(s) = £ lim

h—0 h

Sea v: I C R — R3 una parametrizacién por longitud de arco de una curva C' C R3. Demuestre
que, si para toda s € I se cumple que v”(s) # 0, entonces

/() X 4"(9)] - 2"(5)
e

7(s) =

Sea v: I C R — R? una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R3. Demuestre
que, para toda s € I,

IN"(s)II* = (k(s))* + (7(5))*.

Sea v: I C R — R? una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R3. Demuestre
que si C esta contenida en un plano, entonces para toda s € I, 7/(s) esta en un plano. ;Es cierto
lo reciproco?. Pruebe su respuesta.

Sea v: I C R — R3 una parametrizacién por longitud de arco de una curva C' C R3. Demuestre
que C esta contenida en un plano si y so6lo si, para toda s € I, 7(s) = 0.

Sea v: I C R — R? una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R3. Pruebe que
si la curvatura k(s) es una constante (distinta de cero), y si para toda s € I 7(s) = 0, entonces
la curva descrita por v es (o esta contenida en) una circunferencia.

Sugerencia: Demuestre que el centro de la circunferencia osculadora en 7(s), al que denominamos
centro de curvatura en y(s), es el mismo para toda s € I usando la expresion para N'(s) que
demostramos en clase.

Sea v: I C R — R? una parametrizacion por longitud de arco de una curva C' C R3. Demuestre
que si para cada s € I la recta normal a C' dada por v(s) + tN(s), t € R, pasa por un punto
fijo vg € R3, entonces C' estéd contenida en una circunferencia con centro en vy.

Sugerencia: Demuestre que la distancia entre v(s) y vg es constante.
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Sea 7: I C R — R? una parametrizacién por longitud de arco de una curva C' C R2. Pruebe
que si la curvatura k(s) es una constante (distinta de cero), entonces la curva descrita por v es
(0 esté contenida en) una circunferencia.

Sugerencia: Utilice el problema 77

Sea v: I € R — R” una parametrizacion por longitud de arco de una curva C C R". Dado
to € R fijo, definimos J := {s € R:tg —s € I} y5: J C R — R™ como 7(s) := v(ty — $).
Demuestre que:

a) 4 es una parametrizacion por longitud de arco de C.
b) SiT(s), T(s), N(s), N(s), k(s), k(s) son los vectores tangente unitario, normal unitario y
la curvatura corresondientes a las parametrizaciones v y 7, respectivamente, entonces para
toda s € J se cumple que:
1) T(s)=~T(to — s);
2) N(s)=N(to— s);
3) k(s) =k(to—s).
¢) Sin=3y B(s), B(s), 7(s) y 7(s) son los vectores binormal unitario y la torsién corres-
pondientes a las parametrizaciones v y 7, respectivamente, entonces para toda s € J se
cumple que:
1) B(s)=—B(ty—s)y
2) 7(s) =71(to — s).
d) Sin =3y B(s), se satisfacen las formulas de Frenet-Serret escribiendo sus elementos en
términos de 7.
V(1)
| ")l

~ | |
bajo el supuesto de que para toda t € I, T'(t) # 0, hacemos N (t) = H?Et;” y B(t) :=T(t)xN(t

Si 4 es la parametrizacion por longitud de arco de C' que se construy6 en clase, y T(s), N(s)
y B (s) son los vectores determinados por 4 de acuerdo a la definicién de clase, demuestre que
T=Toa; N=NoayB=Boa, donde a es la funcién de longitud de arco.

Sea v: I C R — R? la parametrizacion de una curva suave C' C R, Definimos T'(t) :=

y;
t).

Sea v: I C R — R3 la parametrizacion de una curva suave C C R3. Sean 4, a, T, N y B como
en el problema anterior. Demuestre que:

a) Sik(t) = ||T'(t)||, entonces para toda t € I, ko a(t) = Edall ,( 5
es la curvatura de C para s = «(t).

b) Paratodatel, B'(t)-B(t)=0= B'(t)-T(t).

¢) Paratodat € I, B'(t) es un multiplo escalar del vector N (t).

7. donde k(a(t)) = [[3" (a(t)|

d) Para cada t € I denotemos por —7(t) al escalar tal que B'(t) = —7(t)N(t), que existe
gracias al inciso anterior. Demuestre que, para todo t € I, 7(«a(t)) = ”;,((t))” Aqui, 7(«a(t))
es la torsion de C para s = a(t).

e) Paratodate I, N'(t)=—k(t)T(t) +7(t)B(t).
Sea v: I C R — R" la parametrizacién de una curva suave. Pruebe que la curvatura k en cada
punto (t) esta dada por
1
YOOI = (') - 7" (1)*) 2
(@2

Sea v: I C R — R3 la parametrizacion de una curva suave y supongamos que, para toda t € I,
7" (t) # 0. Demuestre que la curvatura k y la torsion 7 en cada punto (t) estan dadas por:
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Sea v: I C R — R? la parametrizacién de una curva suave. Pruebe que si la curvatura k es
constante (distinta de cero) en C, y si la torsion 7 es cero en cada punto (t), entonces la curva
descrita por v es (o esta contenida en) una circunferencia.

Sea f: [a,b] — R una funcién dos veces derivable. Demuestre que la curvatura en el punto
(z, f(x)) de la grafica de f esta dada por

ooy — '@
[+ (/@)

S5

Sean a,b,w € R y sea v: R — R3 la parametrizaciéon definida como
v(t) := (a cos(wt), asen(wt), bt).

a) Calcule la parametrizacion por longitud de arco de la curva definida por .
b) Calcule los vectores T'(s), N(s) y B(s) en cada punto de esta curva.

c) Calcule la curvatura, el radio de curvatura y la torsién en cada punto de esta curva.

Un objeto gira (en el sentido de las manecillas del reloj) sobre una circunferencia centrada en
el origen y de radio R con rapidez constante r. Si el objeto se desprende de la circunferencia en
el punto (—R/\/i R/ﬂ), jen qué punto y en cuanto tiempo interseca al eje Y 7 ;Cual deberia
ser la rapidez del objeto sobre la circunferencia para que alcance el mismo punto en la mitad
del tiempo?.

Un ratén se mueve con rapidez constante r sobre una circunferencia de radio R. Un gato, también
con rapidez constante r, persigue al ratén, empezando desde el centro de la circunferencia, y de
tal forma que el raton, el gato y el centro de la circunferencia siempre son colineales. ; Alcanza
el gato al ratén? jen qué punto? jen qué tiempo?.

La posicion en R? de un objeto de masa m > 0 estd dada por la funcién (¢). Suponga que la
fuerza F' € R? que se ejerce sobre el objeto en la posiciéon (t) produce su movimiento y es tal
que F(vy(t)) = a(t)y(t), donde para toda t € R, «(t) € R. Demuestre que:

a) El objeto se mueve sobre un plano.
Sugerencia: Considere el producto cruz y(t) x 4/(t) y use la Segunda Ley de Newton.

b)  Suponiendo que la curva descrita es cerrada, pruebe que el movimiento del objeto satisface
la Segunda Ley de Kepler.
Sugerencia: Proceda como en la prueba de la proposicion en la que se muestre que un
objeto satisface la Segunda Ley de Kepler.



