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Tarea 5

En toda esta tarea, U y V denotan conjuntos abiertos en el espacio euclidiano en el que se encuentren.

1.

Sean f: UCR® =R, G: VCRF - R vy € Uyyo €V tales que G (yo) = vo. Pruebe que, si
f alcanza un valor maximo (minimo) local en vy y G es continua en 7, entonces f o G alcanza
un valor maximo (minimo) local en yg. ;Este resultado sigue siendo cierto si G no es continua
en yo? Pruebe su respuesta.

Seann € N, n > 2y f(z,y) := ax™ + by"™, con ab # 0. Muestre que el (0,0) es el tnico punto
critico de f y determine su tipo en términos de a,b y n.

Sea f: U CR™ — R de clase C? en U y sea vy € U un punto critico de f. Demuestre que si la
hessiana de f en vg es una forma cuadréatica semidefinida negativa no degenerada, entonces f
tiene un maximo local en vy.

Sea f: U C R™ — R de clase C? en U y sea vy € U un punto critico de f. Demuestre que
si f tiene un méximo local en vy, entonces la hessiana de f en vy es una forma cuadratica
semidefinida negativa.

Sea vy = (21, ...,Z,) un punto critico de una funcién f de clase C? en una vecindad de vy € R",
tal que

0% f 0% f

—5 (vg) =5 (vg) < 0

527 ) 37 ()
para algunas i,j € {1,...,n}, con i # j. Pruebe que vy es un punto silla de f.

Sea vg = (20, o) un punto critico de una funcién f de clase C? en una vecindad de vy € R?, tal
que

NG 0> f ?
352 0 5 00~ (g5 ) <0
Pruebe que vy es un punto silla de f.

Sugerencia: Observe que la cantidad anterior esta relacionada con el discriminante del polinomio
de grado 2 que se obtiene en la variable m al evaluar Hy,,(1,m), para m € R.

Sea f: R? — R definida como f(z,y) = (y — 31:2) (y — a:2). Pruebe que:

a) el origen es un punto critico de f;

b) si a,b € Ry g(t) = (at,bt) con t € R, entonces f o g tiene un minimo local en t = 0;
¢) el origen no es un minimo local de f.

Sea f(z,y) = — (352 — 1)2 — (x2y —x— 1)2. Pruebe que:

a) f solo tiene dos puntos criticos;

b) ambos puntos criticos son méaximos locales;

¢) se puede presentar una situacion analoga para funciones de R en R? Pruebe su respuesta.
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Sea f(x,y) = 3ze?¥ — x> — €3Y. Pruebe que:
a) f solo tiene un punto critico;

b) el punto critico es un maximo local;

¢) f no tiene un maximo global;

d) ¢se puede presentar una situaciéon analoga para funciones de R en R? Pruebe su respuesta.

Encuentre el maximo y el minimo de la funciéon f(z,y) = zy — y + = — 1 sobre el conjunto

A={(z,y) eR*|2® +y* < 2}.

Sean (z1,Y1),-- -, (Tn,yn) puntos en R? con z1 < z2 < ... < x,,. Pruebe que:

a) la funcion

d(m.b) = (yi = (mas + 1))’

=1

alcanza un valor minimo en R?. Encuentre los valores mg y bg para los cuales se alcanza este valor
minimo (la recta y = mox + bo es la que “mejor” aproxima a los puntos (z1,y1), ..., (Tn,yn). Al
método que se usa para calcular mg y bg se le conoce como el método de los cuadrados minimos
y es un método de estimaciéon con importantes aplicaciones en fisica, estadistica, matemaéticas
financieras, etc).

b) si mg y by son los valores del inciso anterior, pruebe que

n
> (yi — (moai + bo)) = 0;
i=1
¢) si n = 2 (es decir, solo se toman dos puntos), entonces y = mox + by es la recta que pasa por
dichos puntos.

Encuentre los extremos de f relativos a S, donde:
a) f(z,y) =2 —y* vy S = {(z,cos(z)) € R* | z € R};
b) f(z,y,2) =a®+y? + 22y S = {(x,y,2) € R¥ | 2 > 2+ 2® + ?}.

Escriba el ntmero 120 como suma de tres nimeros, de modo que la suma de sus productos,
tomados de dos en dos, sea maxima.

Una compaiifa planea fabricar cajas rectangulares cerradas con un volumen de 8 litros. El
material para la base y la tapa cuesta el doble que el que se usa para los lados. Encuentre las
dimensiones para las cuales el costo es minimo.

Tres alelos (formas mutantes de genes) A, B y O determinan los cuatro tipos sanguineos: A (AA
0 AO),B(BB 0 BO),0(00) y AB. La ley de Hardy-Weinberg establece que la proporcion
P de individuos de una poblaciéon que llevan dos alelos diferentes es P = 2pqg + 2pr + 2qr,
donde p, ¢ y r son las proporciones de los alelos A, B y O que se presentan en dicha poblacion,
respectivamente. Use el hecho de que p + ¢ + r = 1 para demostrar que P < 2/3.

Sea P € S = Ny C R3 con f de clase C! en R3. Supéngase que P es un punto donde se
maximiza la distancia del origen a S. Pruebe que el vector que sale del origen y termina en P
es perpendicular a S.
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Sea A una matriz de 3 x 3, simétrica y diferente de la matriz cero. Definimos la forma cuadratica
f@,y,2) = 3(2,y,2)A(z,y,2)' y S = {(z,y,2) € R® | 2? + y> + 22 = 1}. Pruebe que:

a) si vg € S es un punto en donde f alcanza su valor maximo (o minimo) sobre S, entonces vy
es un vector propio de A, es decir, que existe A tal que Avg = Avg;

b) existe vy € S tal que vy es un vector propio de A correspondiente a un valor propio distinto
de cero, es decir, que existe A # 0 tal que Avyg = Avg.

Sean ay,...,a; nimeros reales positivos. Use multiplicadores de Lagrange para probar que:

ar+ -+ ay

(a1~ ap) /% < p
Seanai,biZOparaizl,...,n,yp,q>1talesque%+%:1.

a) Use multiplicadores de Lagrange para demostrar que

albl—l-"'—f-anbnﬁ(a}f-i-"'-f—aﬁ)l/p(b(f-f—"'+b%)1/q

Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Hélder.

b) Use la desigualdad anterior para probar que

(a1 +b1)P + -+ (an + b)P)? < (@ + -+ )P+ 8 4+ 02) P
Esta desigualdad es conocida como la desigualdad de Minkowsk:.

Sea f: U C R? — R derivable en cada punto v € U. Pruebe que:
a) la grafica de f, a la que denotamos como G, es una superficie suave en todos sus puntos;

b) si vg = (z0,v0, f (z0,%0)) € Gy, el plano tangente a G en vy calculado de acuerdo con la
definicién que utiliza al gradiente de f es el mismo que se obtiene si se calcula de acuerdo con
la, definicién que vimos en clase a partir de la derivada de la parametrizacion de G.

Sea f: U C R™ — R™ derivable en el punto vg € U. Pruebe que existen r > 0 y M > 0 tales
que

7@ =1 ol _

lo=wol

para toda v € B, (vg) \ {vo} C U.

Sean f: U CR® - Ry g: UCR"— R™ derivables en el punto vg € U. Pruebe que la funcién
(fg)(v) = f(v)g(v) es derivable en vy € U y dé una férmula para la derivada D(fg) (vo).

Abusar de la notacion (como de cualquier otra cosa) suele causar problemas. En particular, usar
letras (que casi siempre denotan variables) para referirse también a funciones nos puede llevar
a errores. Sea w = f(x,y,2) y 2 = g(x,y). Por la regla de la cadena, se tiene que:

ow_owor  owdy  owo:
dr Ox0x Oyor O0z0x

Como z son variables independientes, se sigue que 2 = 0, v como 22 = 1, se tiene que:
y y p I g q ox 9 y ox I q

o _ow _owo
or  Or 0z Ox
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Asi, %g’g; =0.8Si f(z,y,2) =2x+y+3zy g(z,y) = bz + 18, entonces %w =3y % =5y, por
lo tanto, 0 = 15. ;Cuél es el error?

Sean f y g definidas como

flu,v) = (ucos(v),usen(v))

con0<uy-—-7m/2<v<7m/2y

g(z,y) = <\/332 + 12, arctan(y/x))
con 0 < z. Calcule D(f o g)(x,y) y D(go f)(u,v).

a) Suponga que la variable w esta en funcion de las variables z, y, z y t (es decir, w = f(z,y, 2,t)),
que z = g(u, z,t) y que z = h(u,t). Tomando en cuenta todas estas relaciones, calcule aw

b) Si

fla,y,2,t) = 2zy + 32 + 1
g(u, z,t) = ut sen(z)
h(u,t) = 2u +t,

calcule p parau=1,t=2yy=3.

Suponga que f: R? — R es tal que ﬂ(? 1) = 3, 25(2 1) = =2, gi’;(Q 1) =0, aa:gx(Q 1) =

8x8y(2 D=1yg3 A f(2 1) = 2. Si g(u,v) = (u® + v, w), calcule 88%?)(1, 1).

Sean f,g: U C R? — R de clase C! en U. Pruebe que la funcién

F(x,y,2) = (f(%,v,2),9(%,y,2), f(z,y,2) + g(2,9, 2))

es tal que, para toda (x,y, z) € U, la derivada dada por la transofrmacion lineal DF'(z,y, z) no
es invertible.

Sean f,g: U C R? = R de clase C! en U. Definimos F: U CR?> - R? y G: U C R? = R como

F(z,y) = (f(z.9).9(z,y) v Gz,y) =I|F(zy)]?>

Demuestre que no existe vg € U que satisfaga las siguientes dos propiedades:

a) la funcion G tiene un méaximo local en vy y

b) la derivada DF (vg) es invertible como transformacion lineal.

Sean U,V C R"™ abiertos y f: U — V una funcién biyectiva y derivable para toda v € U.

Pruebe que, si f~1: V — U es derivable para toda y € V, entonces Df(v) es invertible para
toda v € U.

Sea f: R"™ — R™ derivable en un punto vy € R" y ademés supdngase que vg es un punto fijo
de f (es decir, f(vg) =wvp). Si A denota a la matriz jacobiana Jy (vg) y k € N, encuentre una
funcion g: R — R™ derivable en vy tal que g (vg) = vo y Dg (vo) = A*.
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Sea f: U C R? — R una funcién que esté expresada en términos de las coordenadas cartesianas
(x,y, 2) de cada punto v € U. Use la funciéon de cambio de coordenadas cilindricas (p, 0, z) a
coordenadas cartesianas (x,y, z) y la regla de la cadena para encontrar (en cada punto v € U)
una base ortonormal de R? en la cual se pueda expresar a la derivada de f en v, es decir, D f(v),
en términos de las derivadas parciales 9f 5 25 y af Compare con el ejercicio correspondiente de
la Tarea 4.

Repita el problema anterior ahora para las coordenadas esféricas (p, 6, ) y compare con el
ejercicio correspondiente de la tarea 4.

Sea f: U C R? — R de clase C? en U tal que %(m,y) > 0 para toda (z,y) € U ysea (zg,y0) € U
tal que 227]; (x0,y0) # 0. Definamos I = {y € R | (zg,y) € U}.

a) Pruebe que existen 6 > 0y h: (yo — 6,90 +9) € I — R de clase C' tales que f(h(y),y) =
f (20, y0) para toda y € (yo — &, yo + 0).

b) Si definimos g: I € R — R como ¢(y) = f (x0,y), pruebe que g tiene un méaximo (minimo)
local en yq si y solo si h tiene un minimo (méximo) local en yg. Interprete geométricamente.

Sean g1,...,9m: U CR™xR* = R, Sy (vg,y0) € S como en el teorema de la funciéon implicita.
Si
0 o]
8;31 ('UO, ?JO) e % ('U(), yO)
A= :
Ogm, 9gm
3I1 (UOa yO) e agim (U07 yO)
0 0
ngﬁ (UO;yO) ﬁ (UanO)
B = : : )
& (w9, 40) & (09, yo)

pruebe que

Dh (yo) = —A™'B,
donde h es la funcién cuya existencia es garantizada en el mencionado teorema.

Sea f:UCR" - Rdeclase C en Uy S = {veU]| f(v)=cte}. Si v €R", denotamos

por v(=% al elemento de R"~! que se obtiene de v al “eliminarle” su i-ésima coordenada, con

ie{l,...,n}.Seavoz(ac(()l),.. ())GS
a) Pruebe que, si % (vg) # 0, entonces existe h;: U; € R*™! — R de clase C! en Uj; tal que
’U(()_i) € UZ‘, h; (’U(()_Z)> = a;(()l) y

($1,...,xi_1,hi (.@1,.. . ,xi_l,xi_i_l,...,xn) ,.%'2‘4_1,...,3}”) es

para todo (x1,...,Zi—1,%it1,...,2Tn) € U;.

b) Si h; es la funcién del inciso anterior, calcule 5 h’1 (Ué_i)) para 1 < ¢ < n y, para i = n,

calcule al;” (vé_n)) en términos de derivadas parciales de f.
1

c) Si % (vo) # 0 para cada i € {1,...,n}, pruebe que
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g’;’; (+57") gzz (57 "'% (o) g’;? (o) = (-1

Sea g: U C R? — R de clase C' en U y sea vg = (20,0, 20) € U tal que g (vg) =0y % (vg) # 0.
Pruebe que:

a) Existen V C R? abierto y 0: V. C R? — R3 de clase C! en V, tales que (zg,50) € V' y
g(o(z,y)) = 0 para toda (x,y) € V. Interprete geométricamente

b) El plano tangente al conjunto de nivel 0 de g, denotado por Ny 4 calculado usando la para-
metrizacién o del inciso anterior es el mismo si se calcula usando la definicién en términos del
gradiente de g.

Considere el conjunto de soluciones de las ecuaciones:

2r+y+2z24+u—v—1=0
zy+z—u+2v—-1=0
yz+xz+u?+v=0

a) Muestre que, en una vecindad del punto (1,1, —1,1, 1), las variables z,y y z del conjunto de
soluciones se pueden poner en funcion de las variables v y v.

b) Calcule la derivada de la funcion del inciso anterior en el punto (1,1).

¢) Encuentre, usando el teorema de la funcion implicita, todas la ternas de variables que se

puedan poner en funcién de las restantes dos en una vecindad del mismo punto.

Sea

x?sen(l/x Z six
f@:{ (1/z)+5 siz#0

0 sixz=0.
a) Calcule f'(x) para cada = € R.
b) Pruebe que para toda § > 0 existen z,y € (—¢,0) tales que f'(z) <0y f'(y) > 0.

c¢) Pruebe que f no es invertible en ninguna vecindad del cero. ;Contradice este ejemplo al
Teorema de la Funcion Inversa?

Pruebe el teorema de la funcién inversa a partir del teorema de la funciéon implicita.

Sea g: U C R" — R™ de clase C' en U con n > m. Pruebe que g no es inyectiva. Sugerencia:
Utilice induccién sobre m.

Seag=(g1,...,9m): ACR" = R™declase C' en A conn > m. Sea vy € A tal que g (vg) = 0.

a) Si la matriz

0 0

0L () e AL (u)
M= : :

Ogm Ogm

Gam (yg) - 9o ()

es de rango m, pruebe que existen U,V C R" abiertos y f: U — V una biyeccién de clase C!
en U (y f~' de clase C' en V) tales que vg € VC Ay g(f (x1,...,2,)) = (21,...,2m) para
todo (x1,...,zy,) € U.

b) Describa el conjunto (go f)~1({0})
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¢) Use el primer inciso para demostrar que si Dg (vg) tiene rango méximo, es decir, tiene rango
m, entonces Dg(v) tiene rango méaximo para v en una vecindad de vy

d) Si Dg(vp) no tiene rango méaximo (es decir, si el rango de Dg (vg) es k < m) jse sigue
cumpliendo un resultado anélogo al del primer inciso? jal del tercer inciso? (es decir, si Dg (vg)
tiene rango k < m jexiste una vecindad de vy en la que Dg sigue teniendo rango k7). Pruebe
Sus respuestas

e) Interprete geométricamente.

Sea f(x,y) = (e” cos(y), e” sen(y)).

a) Pruebe que f no es inyectiva en R2.

b) Pruebe que, para cualquier v = (z,y) € R?, existe § > 0 tal que f es invertible en Bgs(v).

c) Si (uo,y0) = f (w0, y0), calcule Df~! (ug,yo) en términos de ug y vo.

d) ;Existe una funciéon de R en R que tenga las dos propiedades anteriores? Pruebe su respuesta.

Sean f: U C R™ — R" de clase C! en U y A C U. Pruebe que, si det(Df(v)) # 0 para toda
v € int(A), entonces f(int(A)) C int(f(A4)).



