






El error está
en que estas 
dos cosas no 
son iguales. 
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Asociatividad de la diferencia simétrica

En estas notas demostraremos (¡correctamente!) que para cualesquiera conjuntos A,B y C, se
cumple que

A4 (B4C) = (A4B)4C.

Utilizaremos la observación de que, si A y B son subconjuntos de un conjunto universal U ,
entonces

A4B = (A ∩Bc) ∪ (Ac ∩B). (1)

Demostración. Sean A, B y C conjuntos cualesquiera. Entonces, utilizando (1), las leyes de
De Morgan, la conmutatividad y asociatividad de uniones e intersecciones, la distributividad
de la unión sobre la intersección y de la intersección sobre la unión, se tiene que

A4 (B4C) (2)
=((A ∩ (B4C)c)∪(Ac ∩ (B4C)))

= (A ∩ ((B ∩ Cc) ∪ (Bc ∩ C))c)∪ (Ac ∩ ((B ∩ Cc) ∪ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ ((B ∩ Cc)c ∩ (Bc ∩ C)c))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ ((Bc ∪ C) ∩ (B ∪ Cc)))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ (((Bc ∪ C) ∩B) ∪ ((Bc ∪ C) ∩ Cc)))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ (((Bc ∩B) ∪ (C ∩B)) ∪ ((Bc ∩ Cc) ∪ (C ∩ Cc))))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ ((∅ ∪ (C ∩B)) ∪ ((Bc ∩ Cc) ∪∅)))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ ((C ∩B) ∪ (Bc ∩ Cc)))∪ ((Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C)))

= (A ∩ (C ∩B)) ∪ (A ∩ (Bc ∩ Cc))∪ (Ac ∩ (B ∩ Cc)) ∪ (Ac ∩ (Bc ∩ C))

= (A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩Bc ∩ Cc)∪ (Ac ∩B ∩ Cc) ∪ (Ac ∩Bc ∩ C) (3)

Por otro lado, por conmutatividad de la diferencia simétrica, tenemos que

(A4B)4C = C4(A4B).

Entonces, aplicando lo obtenido en (3) al conjunto C4(A4B), obtenemos que

C4(A4B) = (C ∩A ∩B) ∪ (C ∩Ac ∩Bc) ∪ (Cc ∩A ∩Bc) ∪ (Cc ∩Ac ∩B)

(A ∩B ∩ C) ∪ (A ∩Bc ∩ Cc) ∪ (Ac ∩B ∩ Cc) ∪ (Ac ∩Bc ∩ C) .

Para la segunda igualdad arriba estamos utilizando la conmutatividad de la unión y de la
intersección.
Esta desigualdad, junto con (3), implican que

A4 (B4C) = (A4B)4C.
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